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RÉSUMÉ : Etant données une inclusion Nq C A^^i de facteurs de type IIi de profondeur 2 et 
d'indice fini et 

Nq C Ni C N2 C N3... 
la tour de Jones correspondante, D. Nikshych et L. Vainerman ont muni les commutants 
relatifs A^q fl A^2 et N[ fl A^3 de structures duales de C*-groupoïde quantique. 

Je modifie ici la dualité et j'obtiens ainsi une construction symétrique qui n'exige pas 
une nouvelle définition des involutions. Alors les algèbres de Temperley-Lieb sont des C*- 
groupoïdes quantiques autoduaux ; plus généralement on peut associer à une inclusion de 
profondeur finie et d'indice fini un C*-groupoïde quantique autodual. 

Je montre que tout C*- groupoïde quantique connexe de dimension finie agit extérieu- 
rement sur le facteur hyperfini de type IIi. A la lumière de ce cas particulier, je propose une 
déformation de tout C*-groupoïde quantique fini en un C*-groupoïde quantique fini régulier. 



Abstract : Let Nq cNi a depth 2, finite index inclusion of type IIi factors and 

Nq C Ni C N2 C N3... 

the corresponding Jones tower. D. Nikshych and L. Vainerman built dual structures of quan- 
tum C*-groupoid on the relative commutants A^^ fl A/2 et N[ DNs. 

Here I define a new duality which allows a symmetric construction without changing the 
involution. So the Temperley-Lieb algebras are selfdual quantum C*-groupoids and the quan- 
tum C*-groupoids associated to a finite depth finite index inclusion can be chosen selfdual. 

I show that every finite-dimensional connected quantum C*-groupoid acts outerly on the 
type IIi hyperfinite factor. In the light of this particular case, I propose a déformation of any 
finite quantum C*-groupoid to a regular finite quantum C*-groupoid. 



Code Matière AMS : 46L37, 16W30, 57T05, 22D35. 

Mots Clefs : Subfactors, quantum groupoids, Temperley-Lieb algebras, crossed pro- 
duct, action. 
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1. Introduction 

Soient une inclusion de facteurs de type IIi, Nq C Ni, de profondeur 2 d'indice fini et 

/l /2 

A^o C NiCN2CN3... 

la tour obtenue par construction de base. Si l'inclusion est irréductible, les commutants rela- 
tifs A = A^Q n A^2 et 5 = A^l n A^3 peuvent être munis de structures duales d'algèbres de Kac 
de dimension finie ([Dal], [L], [Szy]). Généralisant les méthodes de W. Szymanski aux in- 
clusions réductibles, D. Nikshych et L. Vainerman définissent dans [NV 1] une dualité entre 
les commutants relatifs A et 5 à l'aide de la trace tr de A^i : 

{a,b) = [Ni : Noftr{af2hHb) (aEA.beB) 

(L'élément qui rend compte du fait que l'inclusion n'est pas irréductible est l'indice H de 
la restriction à fl A^2 de la trace tr.) A l'aide de cette dualité, ils définissent des structures 
duales de C*-groupoïde quantique sur A et B. Les coproduits sont définis par dualité, aussi 
pour qu'ils soient compatibles avec l'involution, ils ont dû définir de nouvelles involutions 
sur A et 5 différentes de celles héritées du facteur A^4. L'étude de ces structures à l'aide de 
formules généralisant celles obtenues dans [Da] pour une inclusion irréductible fait appa- 
raître un autre inconvénient : Si on note B{Ni C A^2) la structure définie sur B, la structure 
duale sur A n'est pas isomorphe, mais anti-isomorphe à B{No C Ni). 

Je propose ici une autre dualité qui permet une construction symétrique conservant l'invo- 
lution : 

(a, b) = [Ni : No]^tr{aH^/^f2fiH^/^b) (aeA.beB) 

Avec cette nouvelle définition, si on note B{Ni C N2) la structure définie sur B, la structure 
duale sur A est B{NoCNi). 

Les propriétés des structures de C*-groupoïde quantique construites à partir de cette dua- 
lité pourraient s'obtenir à partir des résultats de D. Nikshych et L. Vainerman. Certaines 
démonstrations sont d'ailleurs fortement inspirées des leurs. Pourtant, comme je dispose 
maintenant de formules pour les co-produits et les antipodes, je donne souvent des démons- 
trations directes. 

L'intérêt de cette construction symétrique apparaît dans la partie 4. Dans le cas d'une 
inclusion de profondeur finie, on peut alors obtenir des C*-groupoïdes quantiques autoduaux. 

Dans la partie 5, je précise la structure de C*-groupoïde quantique des algèbres de Temper- 
ley-Lieb. Grâce à la symétrie de la construction, ces C*-groupoïdes quantiques sont auto- 
duaux. J'étudie en particulier le C*-groupoïde quantique de dimension 13 associé au graphe 
linéaire A4 et montre qu' il est isomorphe à celui décrit par G. Bohm et K. Szlachanyi dans 
[BSz-5]. 

Dans la partie 6, j'étends aux C*-groupoïdes quantiques connexes de dimension finie un 
résultat de D. Nikshych [N] sur les algèbres de Kac faibles en les faisant agir extérieurement 
sur le facteur hyperfini de type II 1 . 

Dans la partie 7, je montre qu'on peut déformer toute paire de C*-groupoïdes quantiques 
finis duaux en une paire de C*-groupoïdes quantiques finis réguliers sans modifier la struc- 
ture de C*-algèbre. 
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L'essentiel de ce texte a été écrit au printemps 2001, la partie 6 l'a complété au printemps 

2003 et la 7 à l'automne de la même année. Léonid Vainerman et Jean-Michel Vallin ont été 
à l'origine de cet travail, je les en remercie vivement et plus particulièrement Léonid pour de 
nombreux échanges par courrier électronique à propos de la construction originale du C*- 
groupoide quantique. Mes remerciements vont aussi à Komel Szlachânyi pour ses réponses 
précises. Les calculs concernant le groupoïde quantique de dimension 13 ont été grandement 
facilités par les conseils Maple de Jacques Peyrière, je lui en suis reconnaissante. 

2. C*-GROUPOÏDES QUANTIQUES FINIS 

On rappelle ici les définitions de C*-groupoïde quantique fini et de C*-groupoïde quan- 
tique fini dual ([BNSz][N][NV 2] [NV 3]) ainsi que celles d'une action et du produit croisé. 

2.1. C* -groupoïde quantique fini. 

Définition. Un C*-groupoïde quantique fini est une C*-algèbre G de dimension finie (on 
note m la multiplication, 1 l'unité , * l'involution) munie d'une structure de co-algèbre asso- 
ciative avec un coproduit A, une co-unité £ et une antipode S tels que 

i) A soit un *-homomorphisme d'algèbres de G dans G ® G vérifiant : 

(A®id)A(l) = (1®A(1))(A(1)®1) 

ii) La co-unité soit une application linéaire de G dans G vérifiant : 

<fgh) = e(/g(i))eU(2)/ï) {{f,8,h) e G^) 
(propriété est équivalente à 

<fgh)=eif8i2)Mg(i)h) HLg.h) e G')) 

iii) L'antipode S soit un anti-homomorphisme d'algèbre et de co-algèbre de G dans G 
vérifiant pour tout g de G : 

m(id®S)A(g) = (e®id)(A(l)(g®l)) 

(propriété équivalente à 

m(5«)id)A(g) = (id (g)8)((l (8)g)A(l)) 

On appelle co-unité but et co-unité source les applications et définies pour tout g de 
G par : 

8Kg) = (80id)(A(l)(g(8)l)) 8,(g) = (id08)((l(g)g)A(l)) 

2.2. C*-groupoïde quantique dual. 

Définition. On définit sur G = Homc{G, C) une structure de C*-groupoïde quantique dual 
de celle de G grâce aux formules suivantes : 

= (A(/î),^®\i/) 

{h®g,k{^)) = {hg,(^) 

{h,sm = {s{h),^) 
{h,r) = {s{hrA) 

pour tous (|) et \|/ de G et tous h et g de G. 

L'unité de G est 8 et la co-unité 8 est (|) i— > (1,(|)). 
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2.3. Projection de Haar, mesure de Haar. D'après [BNSz 4.5] et [NV 1-7.3.1], il existe 
une unique projection p de G invariante par l'antipode, appelée projection de Haar norma- 
lisée telle que pour tout g de G, on ait les propriétés équivalentes suivantes : 

(i) ^t{g)p = 8P er(p) = l 

(ii) pes{8) = P8 = 1 

La forme linéaire duale $ de la projection de Haar normalisée est appelée mesure de 
Haar normalisée de G. Elle est fidèle, invariante par l'antipode et vérifie les propriétés 
équivalentes suivantes : 

(i) (id (8) ^)Â = (ê; (8) $)Â $ o = ê 

(ii) ($(8)id)Â= ($(8)ê^)Â $oêj = 8 

2.4. Les sous-algèbres co-unitales. [NV3 - 2.2] [BNSz - 2.5 et 2.9] 

L'algèbre Gs — £s{G) (resp. Gt = e? (G)) est appelée sous-algèbre co-unitale source (resp. 
sous-algèbre co-unitale but). 

Les co-unités but et source sont des homomorphismes idempotents de Gt (resp. Gg) et 
vérifient pour tout g de G : 

(id®8;)A(g) = l(i)g<8)l(2) (8,(g)id)A(g) = l(i)(8)gl(2) 

On a aussi les formules suivantes : 

etoS = etoEg = SoEs esoS = esOEt = Soet 

Les sous-algèbres co-unitales commutent entre elles et vérifient : 

Gt= {geG,A(^) = l(i)g®l(2)=gl(i)®l(2)}= {(a)®id)A(l),(OGG} 
Gs= {geG,A(g) = l(i)®gl(2) = l(i)®l(2).?}= {(id®Cû)A(l),CûeG} 

2.5. C*-groupoïde quantique fini régulier. On dit que le C*-groupoïde quantique fini G 
est régulier si son antipode est involutive sur les algèbres co-unitales. 

2.6. Action d'un groupoïde quantique. [NSzW - def. 1.2.2] [N - 2.2] 

2.6. 1 . Soit M une algèbre involutive unitaire. On dit qu'un groupoïde quantique G fini agit 
à gauche (resp. à droite) sur M s'il existe une application linéaire g0m\-^g\>mde G® M 
dans M (resp. m®g^m<gdeM®G dans M) définissant une structure de G-module à 
gauche (resp. à droite) sur M et vérifiant pour g dans G et x et y dans M 

(1) g^{xy) = U(i)>Jc)(g(2)>}^) (resp. (jcy) <<? = (jc<<?(i))(j<3g(2))) 

(2) (g>x)* = S(g)*>x* (resp. (x<g)*=x*<5(g)*) 

(3) g> 1 = £f(g) > 1 (resp. 1 <g = 1 <£,(g)) 

Si M est une C*-algèbre ou une algèbre de von Neumann, l'application 
g®m ^ g>m (resp. m®g^m<ig) doit être continue en norme ou faiblement pour tout 
g de G. 

D'après [NSzW - def 1.2.4], une action à gauche est dite standard si l'application x (g) 

\m ^ x^\m est un isomorphisme de At sur une sous-algèbre de M. 
Une action à gauche est standard si et seulement si elle vérifie : 

g>l = ^ e,(g) = 
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2.6.2. Rappelons les définitions des actions duales des groupoïdes l'un sur l'autre (voir 
[NSzW] ou [N]). Posons A = G et fi = G. Le groupoïde A agit à droite sur B : 

è<a = (a,è(i))è(2) {a&A,b&B) 
Le groupoïde B agit à gauche sur A : 

Z7>a = (a('2),^)«(i) {a&A,b&B) 
De façon équivalente, pour tous x et a de A et y et è de B, on a 

{x,b<a) = {ax,b) et {b>a,y) = {a,yb). 

2.6.3. Les actions que nous venons de définir sont standard. 

Proposition (BNSz-lemme 2.6). L'application x ^ lh<x est un isomorphisme de l'algèbre 
As sur l'algèbre Bf. Sa réciproque est donnée pary^y> la £ 

2.6.4. [BNSz - 2.7] Des propriétés des sous-algèbres co-unitales, on déduit les formules 
suivantes pour b dans B, x dans Af et y dans Ag : 

x>b={x>li,)b y>b = b{y>lh) 

b<x={lh<x)b b<y = b {lb<y) 

2.7. Produit croisé d'une algèbre par un groupoïde quantique. 

2.7.1. Définition. [N - 2.2] Le produit croisé à gauche (resp. à droite) M>\G (resp. GxM) 
est le C-espace vectoriel M®g, G (resp. G®Gs^) où identifie m{z^\)®geim®zg (resp. 
gz® m ei g ® {l <iz)m) pour m dans M, g dans G et z dans Gt (resp. G s). Soit [m ® g] (resp. 
[g® m]) la classe àe,m®g (resp. g® m). 

On munit le produit croisé d'une structure d'une algèbre involutive en posant pour tous g 
et h dans G et x et y dans M : 

[x®g\\y®h] =[x{gi^Y)>y)®g(^2)h] i-^®^]* = [(^(i) ®^(2)] 

(resp. [g®x][h®y] = [gh^^i) ® {x<h(2))y\ [g® A* = [^(j) ® (jc*<g(2))] ) 

De plus si M est une C*-algèbre ou une algèbre de von Neumann, le produit croisé devient 
une C* -algèbre ou une algèbre de von Neumann. 

Les applications ic'-g^ [1 ®g] (resp. g^ [g® 1]) et iM'-m^ [m® 1] (resp. m ^— ^ [1 (8)m]) 
sont des homomorphismes injectifs d'algèbres involutives de G et M dans le produit croisé 
telles que : 

M>^G = iM{M)iG{G) (vesp. G tK M = iG{G)iM{M) ) 

2.7.2. Action duale sur le produit croisé. [N - 2.2]. On définit l'action duale à gauche (resp. 
à droite) de G sur M xi G (resp. G k M) par : 

ht>[m®g\^[m®ht>g\ {g e G,h e G,m e M) 
(resp. [g®m] <h = [g<h®m] (g G G,he G,m G M)) 

2.8. Inclusions de profondeur 2. Nous rappelons ici quelques résultats de [NSzW] qui mo- 
tivent cet article. Nous considérons un C* -groupoïde quantique A de dimension finie agissant 
sur une algèbre de von Neumann M. 
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2.8. 1 . Produit croisé et tour de Jones. 

Corollaire (NSzW - 4.1.5). Soient N et M des algèbres de von Neumann et A un C*- 
groupoïde quantique de dimension finie tel que M soit N '><\A. La tour 

T^CMcMxiAcMxiAxiÂ... 

est une tour de Jones de profondeur 2. 

En particulier, si on prend N = Af QiM = Aty\A = A, alors 

A^cAcAxiÂcAxiÂxiA... 

est une tour de Jones. 

2.8.2. Action extérieure. Nous prendrons le résultat du théorème suivant comme définition 
pour une action extérieure. 

Théorème (NSzW - 4.2.3). L'action de A sur M est extérieure si et seulement si on a l'éga- 
lité : 

M'n(MxA) =Z(M) xA, 

2.8.3. C*-groupoïde quantique connexe. 

Définition. Un C*-groupoïde quantique A est dit connexe (terminologie de [N] que nous 
gardons car elle fait référence à l'inclusion Ag C A) ou pur (terminologie de [NSzW]) si 
A^nZ(A) est réduit à c. 

Proposition (NSzW - 2.4.6). Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(1) A est connexe 

(2) Â,r\Ât = c 

(3) A,nz(A) = c 

Remarques 

(1) Si A est connexe, toute action est standard ([NSzW - 2.2.1]). 

(2) D'après le théorème 3.1.1 de [NSzW], le centre de M xi A contient nécessairement 
Im XI (^ï nZ(A)). Donc la connexité de A est nécessaire pour obtenir un facteur 
comme produit croisé. 

(3) D'après le corollaire 2.4.4 de [NSzW], si l'action de A sur M est standard, le centre de 
M contient nécessairement une sous-algèbre isomorphe à Af DAg donc la connexité 
de A est nécessaire à l'action de A sur un facteur. 

2.8.4. Action extérieure et facteur. 

Théorème (NSzW - 4.2.4). Si A agit extérieurement et de façon standard sur un facteur M, 
M >\A est un facteur si et seulement si A est connexe. 

Théorème (NSzW - 4.2.5). Si A est connexe et agit extérieurement sur un facteur M alors 
la tour 

Af^CMcMxiAcMxiAxiÂ... 

est une tour de Jones de facteurs. De plus le groupoïde dual Â est aussi connexe et son action 
canonique sur M >\A est extérieure. 
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2.8.5. Tour dérivée. Le résultat suivant précise la tour dérivée de l'inclusion obtenue par 
l'action de A. 

Corollaire (NSzW - 4.3.5). Soient A un C* -groupoïde quantiquefini agissant extérieurement 
sur un facteur M et N la sous-algèbre des points fixes de M sous A. On a les égalités sui- 
vantes : 

N'nM = ImxAî 
A/'riMxiA = ImxAj 
A^'nMxA = l^fXiA 

3. C*-GROUPOÏDES QUANTIQUES ASSOCIÉS À UNE INCLUSION D'INDICE FINI DE 
PROFONDEUR 2 DE FACTEURS DE TYPE IIi. 

Soit No C A^i une inclusion d'indice fini x"^ de facteurs de type IIi. On note 

/l /2 /3 fn 
No C NiGN2(ZN3(ZN4--- CNnCNn+l... 

la tour de Jones obtenue par construction de base [G.H.J. 3] et tr la trace normale finie 
normalisée sur les facteurs considérés. 

On suppose que l'inclusion A^o C A^i est de profondeur 2 c'est-à-dire qu'elle vérifie l'une 
des conditions équivalentes suivantes : 

(1) le commutant relatif NqDNs est obtenu par construction de base à partir de N'qHNi C 

Nl^nNi 

(2) l'algèbre N^CiNs est linéairement engendrée par (A'q n A^2)/2(A'o i^^z) 

(3) dimZ(A^^nM) =dimZ(A^^nA^3) 

On remarque que Nq C A^i est de profondeur 2 si et seulement si A^i C A'2 est de profon- 
deur 2. 

3.1. Anti-automorphismes associés à la tour dérivée. Soit l'isométrie bijective anti- 
linéaire canonique de l'espace standard L?-{Nn, tr) de A^^ {n e N). A partir de cette isométrie, 
A.Ocneanu définit un anti-automorphisme jn de NQr\N2n en posant : 

jn (x) = JnX*Jn {x E NqH Nin) ■ 

L' anti-automorphisme jn envoie A/q n sur A/^ n A^2n• 
3. 1 . 1 . On rappelle ici les principales propriétés de ces anti-automorphismes. 

Théorème (Dal- 2.2.1,2.2.2). Pour tout entier naturel n, les anti-automorphismes jn sont 
involutifs et satisfont les relations suivantes : 

a) La restriction de jn+ijn+l à A'q n A'2n coïncide avec jn+ljn- 

b) Si on note Fn le projecteur de Jones de l'inclusion No C Nn, pour tout x de N^nNn, on 

a l'égalité F„x = Fnjn{x). 

c) jn ifp) = fln-p {^<P<n). 

d) Si l'inclusion No C A^i est de profondeur finie, l' anti-automorphisme jn conserve la 
trace de Nq fl N2n pour tout entier n. 

3.1.2. Comme les isomorphismes jn+ljn se prolongent les uns les autres, on peut définir 
un isomorphisme y de la tour dérivée par y/N'çf\N2„ ~ jn+ijn- Cet isomorphisme y ajoute 2 
aux indices, par exemple : 

y(/„) = fn+2, y{KnN2n) = A^2 H A^Zn+z • • • 
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3.1.3. Remarque. D'après [Da2. 2.2.3.V et 2.3], on peut affirmer que les applications Sa et 
Sb utilisées par D. Nikshych et L. Vainerman dans [NV 3-8.2 68] sont respectivement ji et 
j2, nous les noterons ainsi, gardant les notations Sa et Sb pour les antipodes. On a donc pour 
tous a de A^g A^2 et bA^N'^HN^,: 

En[ (ji(ûi)/2/i) = Ej^[ ififia) et EN.ibfifi) = EN.ififihiP)) 

Nous utiliserons sans cesse et pour différentes constructions de base le résultat suivant de 
[PiPol] : 

3.2. L'opérateur h. L'élément qui va rendre compte du fait que l'inclusion n'est pas irré- 
ductible est l'indice de la restriction à //j nA^2 de la trace tr défini par Watatani [W]. Cet 
opérateur noté H est un élément inversible et autoadjoint du centre de N[nN2- Si l'algèbre 
N[ nA^2 se décompose sur son centre comme Myj{C)qj et que, pour tout j de J, tj soit 
la valeur de la restriction à A'^j fl A'2 de la trace tr sur les projecteurs minimaux de My.{'C)qj, 
alors H est donné par la formule : 

On vérifie facilement que la trace de H est égale à la dimension de N[nN2- On notera h 
l'opérateur H^/^ . 

Lemme. Pour tout élément x de N[n N2, en particulier pour x = h, on a : 

(a) fijiix) = fix et fix = fiii {x) 

(b) h{.x)fif2 = hf2h{.x) 

Démonstration, (a) D'après 13. l.lK c). 

(b) On utilise (a) et les propriétés de commutation des projecteurs f\ et /2. □ 

3.3. Unités matricielles et quasi-bases. 

3.3.1. Notations. Les notations et les résultats utilisés ici se trouvent dans [GHJ] aux para- 
graphes 2.3.11, 2.4.6 et 2.6.5. On peut voir en 15. 31 un exemple. Soit une inclusion ^ C L de 
C*-algèbres unitaires de dimension finie : 

K = ®jejMyj{C)qj CL = (BielM^^iQpi 

On suppose qu'il existe sur L une trace fidèle tr et on note ? et ?les vecteurs définis par : 

tj=Vjhr{qj) (jG7), s,=nYhr{p,) (iel). 

et h l'élément Lje/ j^J^'ij ^■ 

On considère le diagramme de Bratelli (augmenté d'un sommet *) de ^ C L. On appelle 
étage 1 du diagramme celui des sommets représentant les facteurs de K, étage 2 l'étage de 
ceux de L. Soit P l'ensemble des couples de chemins p = (^,ti) joignant le sommet * à un 
même sommet du deuxième étage noté end(p) et on note Sp la valeur 5'end(p)- L'ensemble 
des opérateurs {Tp,p G P} est une famille d'unités matricielles de L. 

3.3.2. Quasi-base d'une espérance conditionnelle. 

Définition (W - 1.2.2). Soit E une espérance conditionnelle fidèle de L sur K. Une famille 
finie vi) . . . v„)} de L x L est dite une quasi-base si pour tout .x: de L, on a : 

n n 

UiE{vix) =x = Y^E{xui)vi 

i=l i^l 
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Proposition (W - 2.4.1). Soit E V espérance conditionnelle définie par la trace tr de L sur 
K. Posons, pour p G P, Up = -^Tphr^ alors {{up,u*p),p G P} est une quasi-base pour E. 

On dira dans ce cas que {up,p G P} est une quasi-base pour E. 

3.3.3. Cas particulier de la tour dérivée. On considère le diagramme de Bratelli de la tour 
dérivée de l'inclusion Ni C N2 '■ 

N[nNi=CcN[nN2 = ®jejM^j{C)qj GN[nN3 = ®iaM^,{C)pi C A^J H A^4 ■ • • 

La restriction de la trace tr aux algèbres de la tour dérivée est une trace de Markov caracté- 
risée par les vecteurs ? et ? définis par : 

tj=\^^tr{qj) (jeJ), s,=n;hr{p,) (iel). 

Dans le cas d'une inclusion irréductible de profondeur 2, une famille d'unités matricielles 
normalisées (par tr{b*pbp) = 1) de 5 est une base orthonormale de B pour le produit scalaire 
issu de la trace tr mais aussi une base de Pimsner-Popa de A^3 sur N2. Dans le cas d'une inclu- 
sion réductible de profondeur 2, ces deux propriétés ne coïncident plus. Si la normalisation 
est modifiée par h^^, nous obtenons des quasi-bases. 

Proposition. 

(i) L'ensemble {bp = -j=Tp,p G P} est une famille d'unités matricielles normalisées (ou 

y p 

une base orthonormale ) de B. 

(ii) L'ensemble {bph^^.p G P} est une quasi-base de N3 r]N[ sur N2^N[. 

(iii) Si l'inclusion Ni C A'2 est de profondeur 2, l'ensemble {bph^^.p G P} est une quasi- 
base de N2 surN2, c'est-à-dire que pour tout x de N3, on a : 

^= Y,^P^^^^N2{h^^b*pX) = Y,EN2{xbph^^)h^^bp. 

peP peP 

Démonstration. La première affirmation est évidente puisque la trace de TpTp vaut ô(/>, p')sp 

pour {p,p') dans P x P. La deuxième résulte du lemme 2.4.1 de [W] rappelé en l3.3.2[ 

Si l'inclusion A^i C A^2 est de profondeur 2, le commutant relatif A^4 nN[ est obtenu par 
contruction de base à partir de l'inclusion N[nN2 C N[ H Ni, donc il existe une famille finie 
{(m^,v^),;U g m} de couples de N[ CiNj, telle que Y^peM^ph^p = 1- Alors {(m^,v^),/j G M} 
est une quasi-base de A^3 sur N2 en effet E/^eM ^ph^p = 1 implique Y.peM {^p^)h = 
pour tout X de A^3 et donc grâce à [GHJ - 2.6.7(iii)], on peut écrire : 

U^EiM^{VpX) =x 

peM 

En utilisant (ii) pour chaque a^, on obtient : 

^= a bph^^EN^{h^^b*pU^)EN^{vpx) 
peM.peP 

= Y, bph^^EN^{h^^b*pU^EN2{vpx)) 
peM,peP 

= Y,bph-'EM2{h-%x) 

peP 

□ 

3.3.4. Remarque. Dans le cas d'une inclusion de profondeur 2, on a donc une quasi-base 
formée d'éléments du commutant relatif N3r\N[, de plus on peut la choisir très proche d'une 
base orthonormale de cette algèbre. Nous verrons dans les calculs que ces propriétés sont 
très précieuses. 
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3.4. Dualité. Contrairement à D. Nikshych et L. Vainerman, nous définissons une dualité 
entre A et 5 en utilisant une formule symétrique : 

(a, b) = X^hr{ahf2f\hb) {aeA, b eB) 

On remarque que, grâce 13.21 la dualité s'écrit aussi : 

{a,b) =x^hr{aj2{h)f2fiji{h)b) [aeA.beB) 

et on a pour tout a de A, tout de 5 et tout x N[nN2- : 

{a,bx) = {xa,b) et {a, j2{x)b) = {aji{x),b) 

Remarque : Ce crochet définit une dualité car l'inclusion est de profondeur 2 (voir [Szy] ou 
[NVl -3.2]). 

3.5. Les co-algèbres A et B. Les algèbres A et 5 sont des C*-algèbres. Grâce à la dua- 
lité entre A et B, nous définissons sur A et 5 des structures de co-algèbres co-associatives. 
Nous allons voir que les co-produits et les co-unités de ces co-algèbres sont définis par des 
formules analogues pour A et B et montrer qu'ils vérifient les propriétés (i) et (ii) des C* 
groupoïdes quantiques (|2.1I) . 

3.5.1. Formule pour les co-produits. Le co-produit As de B est défini comme dual de la 
multiplication de l'algèbre A. De même pour le co-produit Aa de A. 

Proposition. Soient {bp,p G P} une famille d'unités matricielles normalisées de B et {a^, s G 
5} une famille d'unités matricielles normalisées de A. 

Premières formules : 
Le co-produit Ag de B est donné pour x dans B par : 

AsW = EN,{f^xE^'p*pf^h-'f2h-'))®bp 
peP 

et le co-produit A^ de A vérifie pour x dans A une formule analogue : 

Aa (x) = X"' £ En, {f2xEj^, (aj/zj i {h-')fui{h-'))) ^a,. 

ses 

formule qui s'écrit aussi : 

Aa{x) = x-^Y,^N2if2xEf^[ {a*f2h-^fih-^))®a,. 

ses 

Deuxième formule pour Ag : 

Si {Ur, r G i?} est une base de Pimsner-Popa de A sur A^q flM, on a aussi : 

pePreR 

Démonstration. Soient ai et «2 deux éléments de A, on a : 

(ai ®a2,AsW) =x"^ £ tr{aihf2fihf^xEi^,plh-^ f^f2h-^))tr{a2hf2fihbp) 

peP 

= x-^tr{fihf3xaiEj,, tr{a2hf2fihbp)b;h-'f3f2^ /2) 

= i^^tr{fihf3xaiEf^!^ [E^yJ («2/2/2/1 )/3/2]/2) 
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/2 /l 

Comme les tours C N[ et N2 C N[c Nq sont standard, on obtient : 

(«1 ® «2, As(x)) = x^^tr{fihxaiEj^:^ (aihfif 1)13/2/3) 
= x^^tr{fihxaiEfj:^ (6(2/2/2/1) /s) 
= x"^?r(ai£yv; {<^2h/2/i)/ihx) 
= %^^tr{a\a2hf2/\hx) 
= {a\a2,x) 

La première formule pour se montre de manière analogue. 

Nous pouvons établir une expression du co-produit Ag semblable à celle de [Dal-5.3.1], 
c'est la deuxième formule. Soit {a^, r G i?} une base de Pimsner-Popa de A sur NqDNi, on 
vérifie facilement que {a^, r G i?} est une base de Pimsner-Popa de A'2 sur /^i . On sait d'après 
[Bi 2.7] que pour tout 3; de N[ DN^, on a : 

En appliquant ce résultat à la première formule de Ag , on obtient la seconde. □ 
On utilisera la notation habituelle de Sweedler : A{x) = JC(i) '^X(2)- 

3.5.2. Des définitions des co-produits par dualité et des propriétés de la dualité, on déduit : 
Proposition. Soit x un élément de N[ fl A^2- Pour tous a de A et b de B, on a : 

Aeibx) = Ab(Z7)(x® 1) ABU2{x)b) = j2{x))AB{b) 

AA{aji{x)) = AA{a){ji{x) ® 1) AA{xa) = (1 ^x)AA{a) 

3.5.3. Les projecteurs Aa{1) et Ab{1). Nous calculons maintenant les images de l'unité par 
les co-produits et nous faisons le lien avec les projecteurs relatifs aux produits fibrés en 
dimension finie définis par Jean-Michel Vallin dans [VI]. 

Proposition. Si {Xk^k G K} est une /amille d'unités matricielles de N[ nN2 telle que l'élé- 
mentXk appartienne au/acteur . {C)qji^, l'élément Ab{1) est le projecteur V — J2(^D ® '^k 

deN'2nN^®N[r]N2. 

Démonstration. Ecrivons la deuxième formule du co-produit pour x = 1 , comme Ere/; 0Cr/20C* 
vaut 1, la propriété [3]2] (a) donne : 

AB{l)=Y,j2{h-'EN,{b'p)h-')®bp. 
p 

Si {kk,k G K} est une famille d'unités matricielles de flA^^z, {^J^'^kJ & ^} est une base 
orthonormale de N[ r\N2 et comme Ef^2{b*p)h^^ appartient à A^^j nA/2, on a : 

AB{l)=Y,^j2ih-'K)ç^tr{EM,{b;)h-X)bp 

p,k 

= Z^j2{h-%)®h-\, 

On obtient donc la formule annoncée et l' appartenance de Ag ( 1 ) diN'2f^N^®N[nN2\ Ab{\) 
est un projecteur car Ag est un homomorphisme d'algèbres, comme on le montre au para- 
graphe suivant. □ 
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Considérons l'identité comme représentation de N[ r\N2 dans A et B, ji (resp. J2) comme 
antireprésentation de N[ HNi dans A (resp. B). Alors A^(l) (resp. Ag(l)) est le projecteur 
^id,ji (resp. Cj^jd) défini par Jean-Michel Vallin [VI]. 

3.5.4. Propriétés des co-produits. 

Proposition. Les co-produits sont des homomorphismes d'algèbres involutives 
vérifiant : 

(A®id)A(l) = (1®A(1))(A(1)®1) 

Démonstration. Montrons la proposition pour Ag par exemple. D'après [3.5. Il pour tous x et 
y de B, on a : 

p.p'ePreR 

= x-2 £ Y.EN3[h^EA{yarb;,)H-'E^,{b;hh-'f2)f2h-'a;]^bpb^ 
p,p'ePreR 

= £ Y.E'^Af3^EA{yarb*p,)H-'b;f3h-'f2h-'at]^bpbp> 

p,p'ePreR 

= £ Y.^N2[xEA{yarbl,)H-'bl]h-'f2h-'al®bpbp: 

p.p'ePreR 

= £ Y.^N2[xEA{yarbl,tr{bp,b\bp))H-'bl]h-'f2h-'a:®bq 

p,p',qePreR 

= £ Y.^N2[xEA{yarbyyph-')h-'bl]h-'f2h-'a';®bq 

p.qePreR 

= £ Y,EN2{xyarbl)h-^f2h-^a*®bq (d'après[333D 

p,qePreR 

= AB{xy) 

Traitons maintenant le cas de l'involution : 

AfiW*= £ Y,(^rh-'f2h-'EA{bpa;x*)®b; 

pePreR 

= £ £ arh-^f2h-^EMi{bpa*x*a,)a*(g)bl 
pePr.seR 

= £ £ arEt^,{bpalx*as)h-^f2h-^a*®bl 
pePr.seR 

Comme bp commute avec A^i , on a : 

(Z7pa>*a,) = En^ (a>*a,èp) 

Puisque {a^, r G 7?} est une base de Pimsner-Popa de A sur A^^ fl Ni et que 
{b*p,p G P} est une famille d'unités matricielles normalisées, on obtient : 

AbW*= £ Y.EA{x*a,bp)h-'f2h-'a;^b; = AB{x*) 
pePseR 

Montrons la relation pour Ab(1). Comme l(i) appartient àA^2'~'^3' d'après U.5.2[ on a : 

(AB®id)AB(l) =As(l(i))®l(2) = (l®l(i))As(l)®l(2) = (1®A5(1))(A5(1)®1) 

□ 
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3.5.5. Etude des co-unités. 

Proposition. Pour tout élément b de B, la co-unité £b de B est donnée par : 

Esib) =x^^tr{hf2hb). 
Pour tout élément a de A, la co-unité Za de A, vérifie une formule analogue : 

ZA{a) = x^hr{hfiha) =x-hr{ji{h)fiji{h)a). 
Chaque co-unité vérifie : z{xyz) = £(xj(2))e(y(i)z). 

Démonstration. Les formules sont évidentes compte-tenu des propriétés des projecteurs de 
Jones. Montrons la relation pour la co-unité de B. Soient x, y Qi z trois éléments de B. On 
pose : 

Aa(i) = 1(1)® 1(2) et ^B{y)=y{i)®y{2)- 

On peut alors écrire : 

e(^J(2))e(j(l)2) = (l(l),-^)(l(2),J(2))(l(l),J(l))(l(2),2) 

= (l(i),-^)(l(2),es(j(i)l(i))j(2))(l(2),z) 
Or comme l(i) est un élément de N[ r\N2et B une co-algèbre, d'après [3.5. 2[ on a : 

£6(^(1) l(i))>'(2) = (eB®id)(AB();)(l(i)®l)) = (eb Oid)As();l(i)) =yl{i) 
On obtient donc 

e(-^J(2))e(y(i)2) = (l(i),-^)(l(2),jl(i))(l(2),4 

= (l,^yl(l))(l(2),z) 

= (l(l),-^3^)(l(2),^) 
= £s(jcyz). 

□ 

Nous donnons maintenant les expressions des co-unités but et source de B, les formules 
pour A sont analogues : 

Proposition. Pour tout x de B, on a : 

e'Bi^)='^'^j2iEN[nN2W2h-^))=x-^E^>_r,N^{j2{x)h-^f2h) 

La sous-algèbre co-unitale but At de A est NqHNi, la sous-algèbre co-unitale source Bs 
de B est N2 H A^3, les sous-algèbres co-unitales but Bt et source As coïncident avec N[ fl N2. 

Démonstration. Avec les notations de l3.5.3l et grâce à la proposition précédente, on a : 

EsW =X-^£-î-?rW2/i72(X:))X, 
k ^Jk 

= X-'Y.—tr{xhf2Kh)h 

k ^A- 

= x-'l^tr{xhf2^K)-^hh-' 

On obtient la formule annoncée en remarquant que {—^Xk, k G K} est une famille d'unités 

V-ik 

matricielles normalisées de N[riN2. La deuxième formule se montre de même. □ 
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3.6. Antipodes sur A et B. Pour obtenir des structures de C*-groupoïdes quantiques duaux 
sur A et B, nous complétons nos données par les antipodes Sa et Sg définies pour tous a de A 
et è de 5 par : 

3.6.1. Formules pour les antipodes. Nous obtenons alors les formules suivantes : 

SB{b)^hj2ih-')j2{b)h-'j2{h) 

SA{a) = ji{h)h^^ ji{a)ji{h^^)h 

Il est évident que Sa et Sb sont des anti-automorphismes d'algèbres conservant l'unité. On 
vérifie facilement la formule de dualité : 

{SA{a),b) = {a,SB{b)). 

Et par dualité, on obtient que Sa et 5g sont des anti-automorphismes de co-algèbres conser- 
vant les co-unités. 

3.6.2. Il nous reste à vérifier la formule liant l'antipode, la co-unité et le co-produit : 

Proposition. Les antipodes Sa et Sb vérifient la relation : 

m(id (g)5)A(jc) = (£(g)id)(A(l)(x(g) 1)) = £f(jc) 
Démonstration. Soit x un élément de B, avec les notations de l3.5.1[ on a : 

m(id^SB)AB{x) = X(^i)SBix(^2)) 

- £ EN,[hxE^'plf,h-'f2h~')]hj2{h-')j2{bp)h-'j2{h) 
= £ ENAf3XE!,,{b;hh-'f2)hj2{bph-^)h-'j2{h)] 

Or, si {a^, r G 7?} est une base de Pimsner-Popa de A sur A^^ fl A'^i, la formule de [Da 1-3. 2.1] 
nous donne une expression de j2{bph^^) : 

j2{bph-^)=x-' Y,EA{f2arbph-^)f2al. 

On peut donc écrire : 

m(id®5fi)As(x) =x-3 £ Ej,^[hxhEA{f2arbph-^)E^^{b;f3h-'f2)f2ath-'j2ih)] 

peP,reR 

= x-2 £ EM,[hxhEA{f2arbph-')h-'blhh-'f2alh-'j2{h)] 
peP,reR 

Comme l'ensemble {bphr^.p e P} est une quasi-base de A^3 sur A^2 113.3.311 . on a : 

Y,EA{f2arbph-')h-'b; = f2ar 

peP 

d'autre part puisque {a^, r E R} est une base de Pimsner-Popa, la somme £ a^/2a* vaut 1, 
on en déduit : 

m(id ® 5s)AsW = x-2 £ EN,{hxhf2arhi2{h-^)f2a*,h-^j2{h)) 

^X-^EN,{hxhf2f2,h-') 

^x-^Ef,,{E^,{xhf2h-')f3) 

^X-^EN,{xhf2h-^) 
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On obtient la formule annoncée grâce à l'expression de Eg démontrée en l3.5.5[ □ 

3.6.3. Remarques. Les formules définissant Sa et Sb sont analogues. Les automorphismes 
S\ et 5| sont intérieurs : 

5l = Ad (ji (//)//- 1 ) sl = M{j2{H-')H) 

Les C*-groupoïdes quantiques construits sont donc réguliers. 



3.7. Projection de Haar, mesure de Haar. On démontre facilement la proposition sui- 
vante. 

Proposition. Soit d la dimension de N[ nA^2- La projection de Haar normalisée du C*- 
groupoïde quantique B est pg = d^^hf2h. La mesure de Haar normalisée du C*-groupoïde 
quantique B est (^g définie par : 

(\)B{x)=d-hr{Hj2{H)x) (xeB). 

On a des formules analogues pour le C*-groupoïde quantique A. 

3.8. Actions des C*-groupoïdes quantiques. 

D'après [NV 1 - 6.1], le C*-groupoïde quantique B agit à gauche sur l'algèbre N2. Nous 
définissons ici une action à gauche du C*-groupoïde quantique A sur A^^i puis nous obtien- 
drons par dualité une action à gauche du C*-groupoïde quantique B sur N2. On trouvera 
toutes les définitions concernant les actions et les produits croisés dans la partie 2. 

3.8.1. Action du C*-groupoïde quantique A sur Ni. 

r, . A(»Ni Ni ... 

Proposition. L application : _ -iir r a/z-U est une action a gauche 

standard et extérieure du C*-groupoïde quantique A sur l'algèbre Ni. 

Démonstration. Tout au long de cette démonstration, nous utilisons l'égalité : fih = fiji (h) 
( voir l3.2l (a)). Montrons d'abord que l'application définit une structure de A-module à gauche 
sur Ni : 



l>x = x~^£'Afj {xhfih~^) = X 
a\> (ox) = x^'^EMy{aEMy{cxhfih~^)hfih^^] 
= x^^EM^{aEM^{cxhfi)fih^^) 
= Et^^{acxhfih^^) = (ac) t>x 

Nous étudions maintenant l'action de A sur un produit. 
Lemme. Pour tout a de A et x de Ni, on a : 
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Démonstration. Soit {as, s G S} une famille d'unités matricielles normalisées de A. D'après 
I3.5.1[ on peut écrire : 

(a(i)>x)a(2) = T~^Y,^NAEN2{f2aEpj^^{a*,f2h^^fih^^))xhfih'^]as 

ses 

ses 

= ^^^Y^^^i {f2axa*f2h'^fih^^)as 

ses 

= x"^ Em^ (/2^iVi {axa* )ji{h~^)fiji{h~^))as 

ses 

= Y,ENi{axalji{h^^))ji{h^^)as 

ses 

On conclut en remarquant que si {a^, G 5} une famille d'unités matricielles normalisées 
de A, {a*, s G S} l'est aussi et d'après [T.3.3[ {a*ji{h^^),s G S} est une quasi-base de A^2 sur 
Ni. ' □ 

On reprend maintenant la démonstration des propriétés de l'action. En appliquant le lemme 
précédent pour a dans A et x et 3^ dans A^i , on obtient : 

(«(1) >x) (a(2) >y) = t^^En^ ((«(i) >x)a^2)yhfih^^) =a>xy 

Pour montrer la relation : {a> x)* = SA{a)* > x* , commençons par un lemme : 

Lemme. Si x ety sont des éléments de Ni et que a appartienne à A, alors on a : 

tr{ji{a)xfiy) = tr{fixay) 

Démonstration. Ici, en considérant l'inclusion des commutants, la formule [NV 1 - 4.5 (i)] 
s'écrit : 

ji (a) = x^^En^ if2f\Ef^[ («/2/1 )) 
En utilisant les propriétés de commutation, on obtient donc : 

tr{ji{a)xfiy) = x^^tr{EN^{f2fiEpj> (a/2/1 ) 

= x-hr{f2fixEf^:^ (a/2/1 )/iy) 

= %^hr{f2fixaf2fiy) 
= ïr(£'7Vj {fixa)y) 
= tr{fixay) 

□ 

Grâce à ce lemme, pour xQiy éléments de A^i et a dans A, on peut écrire : 

tr{{SA{aY^x*)y)=X-hr{hii{h-')ji{a*)h-'ii{h)x*hfih-'y) 
= X-hr{ji{ha*h-')x*fiy) 
= x^hr{fix*ha*h-^y) 
= x-hr{h-^fihx*a*y) 
= tr{{a>xyy) 
On étudie ensuite l'action de A sur l'unité de A^i : 

a>\ =x^^Ep/^{ahfih^^) =£^(a) =£^(a)[>l 
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On vérifie facilement que a>l est nul si et seulement si e^(a) l'est. L'action est donc stan- 
dard. La proposition 13. 8. 31 nous permet d'affirmer qu'elle est extérieure (voir l2.8.2l) puisque 
d'après [3.5.51 H A^2 est la sous-algèbre co-unitale . □ 



3.8.2. Points fixes sous l'action de A. Par définition, un élément x de Ni est un point fixe 
sous l'action de A si on a l'égalité 

aojc = £^(a) ojc (*) 

Proposition. L'algèbre Nq est l'algèbre des points fixes de Ni sous l'action du C*-groupoïde 
quantique A. 

Démonstration. Si x est dans A^o. alors x commute à A donc vérifie l'égalité (*). Si x est un 
point fixe, écrivons l'égalité (*) pour a = fih^\ en utilisant le lemme [X2l nous obtenons 
alors la suite d'égalités équivalentes : 

{fih^^)t>x = e'A{fih^^)>x 
x-'Em, ifixfih-') = x-^Em, {En, {fih-')xhfih-') 
ENo{x)ji{h^^) =xji{h^^) 

Donc X appartient à A'o. □ 

3.8.3. Produit croisé de Ni par A. 

Proposition. L'application .• [x(8)a] i — > xa est un isomorphisme d'algèbres de von Neu- 
mann entre Ni xiA et N2- 

Démonstration. La démonstration est semblable à celle donnée par D. Nikshych et L. Vai- 
nerman dans [NV 1 - 6.3], nous la donnons pour être complets. 
Si z appartient à = A'^ fl A'^i , on a : 

zt>l=eAiz)=z 

donc définit une application linéaire de A^i 0^, ^ dans A'2 qui est surjective puisque A 
fournit une quasi-base de N2 sur A^i . 

En utilisant le premier lemme démontré en l3.8.1[ on obtient pour a et c dans A,xety dans 
A^i : 

&{[x ® a][y ® c]) = 0([jc(a(i)>y) 0a(2)c]) 

= ^(«(i)>y)«(2)C 
= xayc 

= ®{[x®a])®{\y®c]) 
0([^®a]*) = 0([(a(i)>x*)®a(2)]) 
= (a(i)>x )a(2) 
= a X 

^@{[x®a]) 

L'application est donc un homomorphisme surjectif d'algèbres involutives. Puisque ces al- 
gèbres sont des facteurs de type IIi, est injectif et la proposition est démontrée. □ 
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3.8.4. Action du C*-groupoïde quantique B surNz- On précise maintenant l'action à gauche 
de 5 sur A. 



Lemme. L'action à gauche de B sur A définie par dualité est : 

'^EA{bahf2h^^) {aeA.beB) 

Démonstration. D'après [2. 6. 2[ l'action duale de B sur A est définie par 

Z7>a = a(i)(a(2),Z?) {aEA.bEB). 

Pour tout c dans B, on a donc : 

{bt>a,c) = (a(i),c)(a(2),Z7) 
= {a,cb) 

= X^^tr{bahf2f\hc) 

= X" V(x"i£^2 {bahf2)f2hhc) 

= x-hr{x-^EN^{bahf2h-^)hf2fihc) 

^{x-^EA{bahf2h-^),c) 

□ 

rroxiosiiion. L application : , , est une action a gauche 

^ b^x ^ bt>x = x ^Ef^^{bxhf2h ^) ^ 

du C*-groupoïde quantique B sur l'algèbre N2 qui prolonge l'action duale de B sur A et dont 

l'algèbre de points fixes est Ni. Le facteur Ni, est isomorphe au produit croisé de N2 par B. 

Démonstration. Il suffit de remarquer que la formule est analogue à celle qui définit l'action 
de A sur A'^i et que si.x; appartient à A, on retrouve l'action duale. C'est l'action duale de B sur 
A^i XI A (voir l2.7.2l) . Comme l'algèbre N2 est linéairement engendrée par les produits xa (x G 
Ni, a G A), on a plus précisément pour .jc dans A^i et a dans A l'égalité b>xa = x{b\>a). □ 

3.9. Conclusion. Nous avons donc défini sur les commutants relatifs A^q fl A^2 et fl A^3 des 
structures duales de C*-groupoïde quantique données par des formules analogues. Ces C*- 
groupoïdes quantiques agissent extérieurement de manière analogue et duale sur les facteurs 
A^i et A'2. L'intérêt de la symétrie des définitions apparaîtra dans les parties suivantes. 

Les C*-groupoïdes quantiques associés à une inclusion de profondeur 2 de facteurs de 
type IIi sont un peu particuliers (en 7, nous montrons que la régularité est possible par 
déformation), d'une part ils sont réguliers, d'autre part ils sont connexes en effet : 

Afnz(A) cNonNinifiY =NQnNo = C 

Cela tient au fait qu'on considère des inclusions de facteurs. 



4. C*-GROUPOÏDES QUANTIQUES ASSOCIÉS À UNE INCLUSION D'INDICE FINI DE 
PROFONDEUR FINIE DE FACTEURS DE TYPE IIi 

4.1. Inclusion de profondeur finie. Soit Pq c Pi une inclusion d'indice fini et de pro- 
fondeur finie de facteurs de type IIi . On note 

ei e2 en 

PO CPlCP2CP3C...PnCPn+l... 

la tour de Jones obtenue par construction de base [G.H.J. 3] et tr la trace normale finie 
normalisée sur les facteurs considérés. 
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4.1.1. La proposition suivante montre qu'une inclusion de profondeur finie peut être vue 
comme intermédiaire d'une inclusion de profondeur 2. 

Proposition (NV 2 - 4.1). Soit Pq C Pi une inclusion d'indice fini et de profondeur finie p 
de facteurs de type IIi. Si l'entier m est supérieur ou égal à p—\ alors l'inclusion Pq C Pm 
est de profondeur 2. 

4.1.2. On suppose donc que l'inclusion Pq C Pm est de profondeur 2 (14.1.11) . Pour cette 
inclusion, on prend les notations suivantes : 

h fi 

No=Po c Ni=PmCN2=P2mCN3=P3m 

D'après [PP2], les projecteurs fj s'expriment en fonction des projecteurs et, on a par exemple : 

/i = ^^"'''"'^^^^^{emem-\---e\)iem+\e„r.--e2)ie2m-ie2m-2---em)- 
L'anti-automorphisme j„ est l'anti-automorphisme de ^P2n défini en posant : 

in{x)=JnX*Jn G H Pjn ) • 

oià Jn l'isométrie bijective anti-linéaire canonique de l'espace standard I?{Pn,tr) de Pn (n E 
N) (voir [3X11) . 

Les commutants relatifs A = Nq!! N2 Qt B = N[r] sont donc munis de structures duales 
de C*-groupoïde qu antique. 

4.2. Facteur intermédiaire et *-sous-algèbre co-idéale. D'après le théorème 4.3 de [NV 
2], le commutant relatif P^^Pim+i est une *-sous-algèbre co-idéale de B et P2m+\ est iso- 
morphe au produit croisé de P2m par ce co-idéal. Précisons la structure de P^^Pim+i, son 
action sur P2m et les points fixes de P2m sous cette action. 

4.2.1. Nous gardons les notations de l3.5.1l pour la proposition suivante. 

Proposition. Le co-produit d'un élément y du co-idéal à gauche P'^ fl P2m+\ sst donné par : 

^Biy) = £ £ EA{yarti^)h-^f2h-^a; ®w 

où {piJ E L} est une famille d'unités matricielles normalisées de P,'^ nP2m+i- 

Les restrictions à l~l Pim+i de la co-unité et de la co-unité but de B vérifient pour tout 
élément y de P^ fl P2m+i ■' 

Esiy) = h^^tr{yhe2mh) eg(j) = EN^{yhe2mh^^) 
La restriction à P',n^P2m+\ de l'action de B sur P2m est donnée par 

y^X = h^^EN2{yxhe2mh^^) [y e Pm^P2m+\,X G P2m) 

Si l'on appelle algèbre des points fixes de P2m sous l'action du co-idéal P^^Pim+i, l'<^l- 
gèbre P^^^ définie par : 

PL = {^^ Plm^y^X = Z'siy) >X, G P'„nP2m+l} 

alors P^^^ est l'image de P2m-i P^f l'automorphisme intérieur Ad (h). 
Démonstration. Pour le co-produit, on écrit la deuxième formule : 

Afi(j) = £ Y.^A{yarb''p)h-'f2h-'al®bp 

Comme y a,- est un élément de ^/'zm+i, on a : 

EAiyarb;) ^ EA{yarEp,^^,(b;)) 
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Soit {/JiJ G L} une famille d'unités matricielles normalisées de ^P2m+i- En décomposant 
^Pim+i (^p) cette base, on obtient la formule annoncée. 

Les formules pour la co-unité, la co-unité but et l'action résultent de leurs définitions et 
du lemme suivant : 

Lemme. Ep^^^^{f2) vauth'^-^eiyn. 

Démonstration. Comme /2 est le projecteur de Jones de l'inclusion P,n C P2m qui est d'indice 
ô^'", on sait que Ep^^^{f2) est le scalaire ô*". D'autre part, d'après [PP2], on a l'égalité : 
fi = fi^im- On en déduit, pour tout x de Pim+i '■ 

tr{Ep^^^^{f2)x) = tr{f2x) = tr{f2e2mx) = ô"^?r(/2e2m^P2m(^2m-^)) = d'"^hr{e2mx) 

La formule annoncée en résulte. □ 

La démonstration du troisième point est analogue à celle de 13.8.21 □ 

4.2.2. De cette proposition et du théorème 4.3 de [NV 2], on déduit le corollaire : 
Corollaire. La tour Pi G P2 C P3 est isomorphe à la tour 

hP2m^lh-^ C P2m C P2,n X (P^ H /'2m+i ) . 

Si m est impair, la tour Pq C Pi C P2 est isomorphe à la tour 

im{h)P,n-lim{h'^) C P,n C P„, K (PonP^+l). 

La deuxième assertion résulte de la symétrie de la construction. 

4.2.3. Calcul de AB{e2m)- 

Corollaire. Si {i^iJ G L} est une famille d'unités matricielles normalisées de 
P'm^Plm+l, on a la formule : 

AB(e2m) = ô J2«(/Z"^A'/) ®h^^^ii 

Démonstration. De la proposition et du lemme l42.1[ on déduit : 

Afi(e2,„) = ô-(™-i) Y. L EA{f2arP^)f2a:j2,n{h-')(E)h-'pi 

Et la formule 3.2.1 de [Dal] permet d'écrire l'égalité annoncée. □ 

4.3. Autodualité. Pour la fin de cette partie, nous choisissons m pair (m = 2k) et nous adop- 
tons les notations suivantes : Mq est le facteur Pqk et A^^ le facteur M2q pour tout entier q. L'in- 
clusion A^o C A^i est donc de profondeur 2 et son indice est x^^ = [Mi : Mq]^. Les projecteurs 
de Jones sont indiqués sur les tours : 

ei e2 e-i 64 £5 
Mo C Ml C M2 C M3 C M4 C M5 C Mô 

h h 

No G Ni G N2 <Z N3 

Ici l'anti-automorphisme jq est l'anti-automorphisme de Mq r]M2q défini à partir de l'iso- 
métrie bijective anti-linéaire canonique de l'espace standard L^{Mq,tr). Dans les diverses 
formules de la partie 3, il faut donc remplacer j2 par J4 et ji par j2. 

Les algèbres A = A^q fl A'2 et 5 = fl A^3 sont munies de structures de C*-groupoïde quan- 
tique que nous allons comparer. Quand on choisit m pair, on bénéficie de l'existence de 
l'isomorphisme 7= J473 = 7372 qui envoie l'algèbre involutive (A, 72) sur (5,j4) (13.1.21) . 
L'isomorphisme Y décale de 2 les indices de la tour des M„ mais de 1 ceux de la tour des Nq. 
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De plus comme l'anti-isomorphisme 73 de NqDNs conserve la trace et échange les algèbres 
A et B, il conserve aussi l'indice H de la restriction àN[riN2 de la trace tr, on a donc : 

th{h))=h et y{h)^j^{h). 

Ces remarques et la symétrie des structures de C*-groupoïde quantique permettent d'affir- 
mer que Y est un isomorphisme du C*-groupoïde quantique A sur le C*-groupoïde quantique 
B. 

Théorème. Soit Pq C Pi une inclusion d'indice fini et de profondeur finie de facteurs de type 
IIi telle que Pq C P2k soit de profondeur 2. Alors les C*-groupoïdes quantiques /q n/'4yt et 
^2k ^ ^dk sont isomorphes, ils sont donc autoduaux. 

5. Structure de C*-groupoïde quantique sur les algèbres de 

Temperley-Lieb 

Comme dans [NV 3 - 2.7], nous précisons la structure de C*-groupoïde quantique sur les 
algèbres de Temperley-Lieb dans le cas non générique. Ces algèbres sont apparues dès le 
début de l'étude des inclusions ([J]). Ce sont les commutants relatifs des facteurs de Jones 
dans le facteur hyperfini. 

5.1. Facteurs de Jones et algèbres de Temperley-Lieb. [GHJ - 2.1, 4.7b,IL7]. 

Soient / un entier supérieur à 2 et (e-)/?o une suite de projecteurs satisfaisant les relations 
suivantes : 

e'e-^jg- = ôe- et e\e'j = e'je\ pour|z — j|>2 

avec ô = (4cos^ ITt)^- facteur P\ engendré par les projecteurs (e-)/?o est le facteur hy- 
perfini de type IIi et le sous-facteur Pq de P\ engendré par les projecteurs [e'^m est le sous- 
facteur de Jones d'indice ô ^ On note tr la trace normalisée de P\. Le graphe principal 
de l'inclusion Pq C P\ est le graphe linéaire A/ à / sommets (voir [GHJ - 1.4.3], [J - 4,5]), 
de même pour l'inclusion P\ C P2 qui lui est isomorphe. La profondeur de ces inclusions 
est donc / — 1 . Les commutants relatifs sont des algèbres de Temperley-Lieb de paramètre 
non-générique ô^^ : 

P'q^Pn = (1,^^+1, É'^+2---É'„-2,É'„-l)" 

D'après [NV 2-4.1] (voir 14. 1 .T]) . pour m = l — 2, l'inclusion Pq C P,n est de profon- 
deur 2, de plus elle est isomorphe à l'inclusion P,„ C P2m- L'algèbre de Temperley-Lieb 
A =PQr\P2m = (1,^1,^2, ■ ■ ■,^2^-1)" est donc munie d'une structure de C*-groupoïde quan- 
tique autodual qu'on va préciser. 

5.2. Structure de C*-groupoïde quantique des algèbres de Temperley-Lieb. 
Proposition. Le co-produit de A est donné par : 

k ^Jk 

AAicp) =AA(l)(ep®l) = (ep®l)AA(l) (1 <P<m-l) 

AA(eç) =AA(l)(l®eg) = (l®eç)AA(l) {m+l<q<2m-l) 
AAie„i) = ô ® Jm(/î"^)w. 

où {Àyt, k G K} est une famille d'unités matricielles de P^C^Pm est la dimension du facteur 

de Pq r\Pm auquel appartient Xj^), {/uiJ G L} une famille d'unités matricielles normalisées 

de PQHPm+i et h la racine carrée de l'indice de la restriction à P!„nP2m de tr. 
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La co-unité de A est donnée par : 



£a(x) = Ô ""trihfxhx) [x G A) 
où f\ est le projecteur de Jones de l'inclusion Pq C P,„ / 

/l = Ô"™('""^)/^(emem_l . ..ei){em+iem ■ ■ ■ e2){e2m-ie2m-2 ■ ■ -e,,,)- 

L'antipode de A est donnée par : 

SA{ep) = e2m-p (1 < P < 2m- 1,;? 7^ m) 
SA{em) = jm{h)h^^e,njm{h^^)h 

Démonstration. Le co-produit est un homomorphisme d' algèbres, il suffit donc de le connaître 
sur les générateurs 1, ei, . . .e2m-\ de A. L'expression de A(l) résulte de I3.5.3I Tous les pro- 
jecteurs sauf e,n sont soit dans N'qHNi soit dans N[ r\N2, leur co-produit est calculé grâce à 
[33Jet[3331 

L'expression de A{em) est donnée par le corollaire 14.2.31 grâce à la symétrie de la construc- 
tion. 

La formule de la co-unité découle de l3.5.5l et de [PiPo 2]. 

L'antipode est un anti-automorphisme d' algèbres conservant l'unité, il suffit donc de la 
connaître sur les projecteurs de Jones. D'après [Dal-2.2.1], on sait que, pour p = l . .. 2m— 1, 
jmi^p) est le projecteur e2,n-p ; les formules résultent alors des propriétés de commutation 
de h. □ 



5.3. C*-groupoïde quantique de dimension 13 associé au facteur de Jones de graphe 

A4. Dans cette partie, on suppose que / vaut 4, l'inclusion Pq C Pi est alors d'indice ô^^ = 
4cos^ |, de graphe principal A4 et l'inclusion Pq C P2 est de profondeur 2. La C*-algèbre 
A§ = /q n/'4 est un C*-groupoïde quantique autodual ; nous le décrivons et montrons qu'il est 
isomorphe à celui, que nous nommerons G, décrit par G. Bôhm et K. Szlachanyi dans [BSz - 
5]. Dans [NVl], D. Nikshych et L. Vainerman munissent cette même algèbre d'une structure 
de groupoïde quantique pour laquelle l'involution est modifiée mais on peut montrer par les 
méthodes employées ici qu'elle est isomorphe aux deux autres. 

Pour simplifier les calculs, nous utilisons le paramètre z = introduit dans [BSz-5] et 
qui vérifie les relations suivantes et bien d'autres encore : 



5.3.1. Algèbre des chemins de A§. Comme dans [GHJ 2.3.11], nous représentons l'algèbre 
A§ comme algèbre des chemins du graphe A4 avec les notations suivantes pour les sommets 
du graphe et les chemins ; la trace des projecteurs minimaux des algèbres correspondant aux 
sommets du graphe est donnée sur le graphe de droite (d'après [J 5.2]) : 
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Pq^Po 




^1 = (*,Vl,V2,l,V3,l) ^1 = (^i,V4,l) 

^'2 = (*,Vi,V2,2,V3,l) ^2 = (^2,V4,l) 

ril = (^i,V4,2) ri2 = (^2,V4,2) 

ri' = (*,vi,V2,2,V3,2) ri3 = (ri',V4,2) 

L'algèbre Ag est somme directe de l'algèbre C = Vect{c,j-, (z, j) G {1,2}^} et l'algèbre 
D ^ Vect {dh,k, {h, k)e {1,2,3}^} avec Cij = T-^._^. et dh^k = Tr^h,nk ■ 

L'algèbre Pq^iPs est somme directe de Vect (2,7) G {1,2}^} et Cbs avec Zjjj = 



5.3.2. Projecteurs de Jones. L'algèbre Ag est engendrée, en tant qu'algèbre, par l'unité et les 
projecteurs ei , e2 et e^. La formule [GHJ 2.6.5.4] nous fournit l'expression de ces projecteurs 
dans la base d'unités matricielles de l'algèbre des chemins. 
D'après [GHJ 2.6.5.4], on a donc : 



1 




z' z' 



Dans ce cas, d'après [3^ et 13.1. il on a : 



1 













+ 




















>} 


z' 


o\ 


+ 


z' 


z^ 







^0 





0/ 









o\ 


+ 





z^ 








z' 


zV 



h = z ^e3+z \l-e3) j2{h)=z-^ei+z-H^-ei). 
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5.3.3. Expression des unités matricielles en fonction des projecteurs de Jones. On vérifie 
facilement par le calcul les expressions suivantes pour les unités matricielles de A§ : 

ci,i = e\e-i 

c\,2 = z'^e->,e\{e2-b) 
d\,\ = ei(l - es) 

â?l,2 = Z"^(1 -63)^1(62 -Ô) 

di3 =z"^ei(l -e3)(e2-ô)(e3-z^) 
Et on obtient les autres expressions grâce aux relations entre les unités matricielles. 

5.3.4. Nouvelles unités matricielles. Nous définissons maintenant des nouvelles unités ma- 
tricielles sur D qui vont permettre d'obtenir des formules plus simples pour le co-produit et 
l'antipode et d'identifier A§ et le C*-groupoïde quantique que nous appellerons G décrit en 
[BSz 5]. 

Proposition. {D, *) admet {eij, i,j= 1,2,3} comme unités matricielles avec : 

ei^2 = Z^di^2-zdi^3 = z~^ei{l-e3){e2-à){l-e3) 

ei,3 = zd\^2 + z^d\^3 = ô~^ei (1 - e^) {e2 - 0)^3 

On a alors en particulier : 

e\ =ci,i 

^3 =Cl,l +^3,3 

«2 =z'^Cl,l+Z^Cl,2+Z^C2,l +Z^C2,2+z'^ei,l + Z^«?l,2 + ^"^^1,3 

+ z^e2,\ + z^e2,2 + z^e2,3 + z^e^^i + 2^^3,2 + z^e3;i 

Les calculs nécessaires à la vérification de cette proposition et des suivantes se font faci- 
lement à l'aide d'un logiciel de calcul formel. 

5.3.5. Expression du co-produit. 

Proposition (BSzl 5). Si {s/* J = 1 5 2} ( resp. {^j ji hj= 1 , 2, 3} j est une famille d'unités 
matricielles du facteur de dimension 4 (resp. 9) de G, le co-produit de G est donné par : 

^G{eli)^el^0el^+el^0el^ 

Ag(42) = ^?,2 ® ^'?,2 + z^,3 ^4,l+ze\20 

Ag(42) = 4,2 ® 4,2 + Z^4,3 ® A,\ + ^A,2 ® À,2 + ^^4,3 ® 4,1 + 2^,2 4,2 

^cieli) = ® + eî 1 ^2 + ^1,1® 4,2 

AG(e},2) = 4,2 ^4,2 + 4,2 ® 42 + 2^1,3 ® 4,1 " ^^4,2 ® 4,2 

Ag(4,3) = 42®4,3 + 4,3®4i+4,2®4,3 

^G(ei,2) = ^"2,2 ® 4.2 + 4,2 ® 4.2 + Z^ 4,2 ® 4.2 

+ Z^4,3 ®4,l- Z^4.2 ®4.2- Z^4,3 ® 4,1 

^g(4,3) = 4,2 ® 4,3 + 4,3 ® 4,1 + ^^"3,2 ® 4.3 - Z^4,2 ® 4,3 

^g(4,3) = 4,2 ® 4,3 + 4,2 ® 4,3 + 4,3 ® 4,1 

25 



Dans la proposition suivante, nous donnons deux séries de formules pour le coproduit A^, 
l'une en fonction des nouvelles unités matricielles permet de le comparer avec Ag, l'autre en 
fonction des projecteurs de Jones permet de le comparer avec celui de [NVl - 7.3]. 

Proposition. Le co-produit A^ de A§ est l'homomorphisme d'algèbres déterminé par les 
égalités suivantes : 

Aa(1) = Cij (g)Ci,i +C14 (g)ei,i +C2,2®C2,2+C2,2(8)É'2,2 + C2,2®e3,3 

+ ei j (g) C2,2 + ® £2,2 + ® 63,3 + ^2,2 ® ^2,2 + ^2,2 ® ^2,2 

+ e2,2 ® e3,3 + e3,3 ® cij + £3,3 ® eiA 
AA{ei) = cij (gcij +cij ®C2,2 + ei,i ® £2,2 + (8)63,3 

AA(e3) = ci,i ®cij +C2,2®e3,3 + ei,i ®e3,3 + e2,2®e3,3+e33(g)CLi 



Aa(«'2) =Ai,i( 
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+^^Cl,2(8 
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5^1,3 
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+z^e3,2 ^ 


§£1,3 


+2 £3,3 


+^"^£3,3 <8 









+2^C2,2®£3,2 +2'^C2,2 ® £3.3 



+Z'*£l,2®£3,2 



+z'^£2,l ®£3,2 

-Z''£2,2®£3,2 +z'^£2.2 ® £3.3 



On a aussi : 

Aa(1) =£3®£l + (l-£3)®(l-£l) 

Aa(£i) = eie3<S>£i +£i(l -^3) ® (1 -£i) 

Aa(£3) =£3®£l£3 + (l-£3)®(l-£l)£3 

+ ^ £3(£2-5)^£l(£2-5) + ^,^ (£2-5)£3®(£2-5)£l 

a/ô(1-ô) a/0(1-ô) 

^^(^ (^3-£2)^ \^ A£i-£2)^ 

Démonstration. Comme l'algèbre Pq fl P2 égale Cei ® C( 1 — ei ) , on a : 

Aa(1) = £3®£l + (l-£3)®(l-£l)• 
En utilisant les expressions des projecteurs de Jones en fonction des unités matricielles, on 
obtient : 

Aa(1) = (Ci,i +£3,3)® (Cl,l+£l,l) + (C2,2 + £1,1 +£2,2) ® (c2,2 + £2,2 + £3,3)• 
De même, les autres formules sont la traduction à l'aide des unités matricielles des égalités 
(EU): 

Aa(£i) = (£1®1)Aa(1) Aa(£3) =Aa(1)(1®£3). 
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Le calcul de A^(e2) demande un peu plus de travail : D'après [5.3. Il et [5331 les unités 
matricielles normalisées de PQr\P^ sont : 

^l=Z^^ei IJ2= Z^^{c 1^2 + di, 2) !^3=Z^^{c2,l+d2,l) 

^^4 = Z^^{c22+d2,2) l^5=Z^^d3,3 

Comme j2{h^^) vaut z^ei +z(l — gi ). la formule l5.2l s'écrit ici: 

AA(e2) = Ô(j2(zVl) ^zVl + J2(ZA'3) ®Z^A'2 + 72(2^2) 
+ J2(ZA'4) ® ZIJ4 + hizus) ® ZIJ5) 

= J2(z^ei) + J2(zè2,i) ®z^^i,2 + 72(^^^1,2) ®zb2A 

+ h{zb2.2)®zb2.2 + hid^,^) ®d-i^-i 



Or on a 



^1,2 = z ^ei(e2-ô) 

^2,2 = z-\e2 - ô)ei {62 - 5) = z-2[(e2 - - (1 - 5)ei] 
^3,3 =z-'\e3-z^){e2-m-e,)ei{e2-h){e3-z^) = l ~ ^2)^ 



(l-ô) 

Ces expressions des unités matricielles en fonction des projecteurs de Jones permettent de 
préciser les valeurs prises par j2 puis on exprime le résultat en fonction des nouvelles unités 
matricielles et on obtient les formules annoncées. □ 

Corollaire. Le co-produit de A5 coïncide avec celui de G. 

Démonstration. Comme le projecteur ej, est l'image de e\ par l'antipode qui est un anti- 
automorphisme de co-algèbre (on verra plus loin que les antipodes coïncident), il suffit pour 
comparer et le co-produit A^ de G de considérer leurs valeurs en l, e\ et e2- On vérifie 
par le calcul qu'elles coïncident. □ 

5.3.6. Expression de la co-unité. Comme f\ coïncide avec e2 dans C et est nul dans D, la 
co-unité £a est nulle sur D et comme elle est linéaire et compatible avec l'involution, il suffit 
de la connaître sur c\^\ et ci^. Comme la trace des projecteurs minimaux de C est ô^, si on 
note TrQ la trace de C qui vaut 1 sur les projecteurs minimaux, on a : 

eA(ci,2) = Tro{hfihci2) = 1 
eA(ci,i) = rro(/i/îci,i) = 1 
La co-unité de A coïncide avec celle de G. 

5.3.7. Expression de l'antipode. 

Proposition. L'antipode de A§ est entièrement déterminée par les formules suivantes ; elle 
coïncide avec l'antipode de G. 

Sa{c\;2) = C2,l 5'a(c2,i) = Ci,2 

SA{ei2) =z^^e2,3 5'a(é'2,i) =ze3,2 

SA{ei3) =z^^ei^3 SAie3^i) =z^e3^i 

Démonstration. Ces formules résultent des expressions des nouvelles unités matricielles en 
fonction des projecteurs de Jones (15.3.41) et de l3.1.1l (c). Elles suffisent pour connaître 5a qui 
est un anti-automorphisme d'algèbre. □ 
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6. Action d'un groupoïde quantique fini sur un facteur 

Dans cette partie, nous considérons (A,ma, !«, Aa,£a,Sa,(|)a,;?a) et 
{B,mh,li,,Ah,eh,Sh,^biPb) deux groupoïdes quantiques finis en dualité (notée {a,b)). Le 
but de cette partie est de construire une inclusion Mi C M2 de facteurs (que nous obtien- 
drons hyperfinis de type IIi) telle que M2 soit le produit croisé Mi x A. Nous généralisons 
ainsi les résultats de [N] qui concernaient les algèbres de Kac faibles. 

6.1. Hypothèse et remarque importante. Les résultats de [NSzW] rappelés en l2.8l et ceux 
de la partie 3 conduisent imposer l'hypothèse : A et 5 sont connexes (voir l2.8.3l) . Par contre 
l'hypothèse de régularité est inutile à la construction de l'inclusion sur laquelle agissent A 
et B. Ce qui laisse penser que la structure obtenue dans la partie 3 à partir de l'inclusion 
construite n'est pas nécessairement la structure originelle (voir l6.7l) . 

6.2. Produit croisé des groupoïdes en dualité : L'algèbre A.B. Les produits croisés A x 5 
et A X 5 sont isomorphes en effet grâce à l2.6.3l l'identification, pour j dans A,, de [ay<^b] et 
[a0{lb<iy)b] dans A k B correspond à celle, pour z dans Bt, de [a{z> !«) (S>è] et [ai^zb] dans 
A X 5. On vérifie facilement que les lois sont compatibles et que les injections a^-^ [a 

et bi-^ [la'^b] sont des homomorphismes d'algèbres qui permettent d'écrire A x 5 et A x 5 
comme A. 5. 

6.3. Mesures de Haar et espérances conditionnelles. 

6.3. 1 . Mesures de Haar sur As = Bt. 

Proposition. Les restrictions des mesures de Haar (^a et ^b coïncident sur les algèbres iden- 
tifiées As et Bt. 

Démonstration. D'après [231 la restriction à A^ (resp. B,) de (sfa (resp. (^b) vaut £q (resp. 
Or, pour a dans As, on a : 

£fe(U<a) = (Ifl, lfe(2))(«, lè(i)) = {a, \b) = £a(a) 
donc (\)a et ^b coïncident sur les algèbres identifiées Aç et Bt. □ 

6.3.2. Des espérances conditionnelles. 
Proposition. On pose pour a dans A : 

FA,{a) = {id^%)Xi{a) = Pb>a et FaXci) = {%®ià)Aa{a) = a<pb 

Les applications Fa^ Pa^ sont des espérances conditionnelles fidèles de A sur At (resp. As). 
Elles conservent (])« et commutent. 

On définit de même Fb, et Fg^ avec des résultats analogues. 

Démonstration. Les propriétés de (])„ (12.31) et celles des éléments de At (12.6.41) permettent 
d'affirmer que pour tout a de A, Fa, (a) appartient à Aj et que l'égalité FA,{xay) = xFa, {a)y 
est vérifiée pour tous xety dans At et a dans A. Comme A est un homomorphisme d'algèbres 
involutives, on a^A, (x*) = FaX^T ■ L'identité {pb>a,pb) = {a,pb) signifie que Fa, conserve 
(^a alors Fa, est fidèle puisque (^a est fidèle. 
Grâce à la coassociativité du coproduit, on a : 

Fa.Fa, = (^a®id®(^a)(A«®id)A« = ((^«(g)id®(^«)(id®A„)A„ = FA,FA, 

□ 
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6.3.3. Automorphisme modulaire de (s^a- 

Proposition (BNSz - 4.12 et 4.14). Les éléments gs = pAXPaY^^ et gt = F^XPaY^^ sont 
inversibles et V automorphisme modulaire de est implémenté par gsgt c'est-à-dire que 
^a{gj^g7^ ■) est une trace sur A. On posera de même 

gs = FBM''^ et gt = FB,{PbY'^. 
D'après [BNSz - 4.13], on a les formules suivantes : 

gt = ^b<gs = ih<gt gt = ia<gs = ^a<gt 

gs = gs t>lb = gt>^b gs = gs > 1« = ,?f > la 

S{g,) = gs = S-'{gt) S{gr) = gs = S-\gt) 

Grâce à l2.4l et l23l on en déduit la relation suivante avec les projecteurs de Haar : 

gsPa = £t{gs)Pa = S{gs)Pa = gtPa 

et de même on montre : pags = Pagt- 

D'après 16.3.21 FA^gi^) appartient à As flAf. Si A et B sont connexes, As fl A? est réduit 
aux scalaires et FA^gi^) est un scalaire qui vaut d~^^a{g7^) avec d = (|)a(la). 

Les mesures de Haar sont invariantes par les antipodes et coïncident sur les algèbres co- 
unitales donc on peut écrire les égalités suivantes 

Ug-;') = Ug7') = Ug-;') = mj') 

et on notera y ces scalaires. On en déduit : 

FAXgi') = FAXg-;') =FBXg7') =FB,ig7')=d-'y 

Si la restriction de S aux algèbres co-unitales est involutive alors la restriction de (^a à Af est 
la trace canonique de At (voir l6.3.ri) et d est la dimension commune des algèbres co-unitales. 

6.4. Trace sur A.5. 

6.4. 1 . Traces sur A et B. 

Définition. Pour a de A, on définit en posant : 

traia) = dy^^(^a{g7^gi^a) 

une trace normalisée tra sur A. 
On définit de même trb . 

6.4.2. Espérances conditionnelles. On notera Ea,, Eb, etc . . . les espérances conditionnelles 
définies par les traces tra et trb. Elles sont reliées aux espérances définies par et ^b par les 
formules : 

EaXci) =dr^FAMg7^) {aeA) 
EB,{b) =dr'FB,{gj'b) [beB] 

6.4.3. Lemme. Pour tout b de B et tout y de Bs, on a : 

(i) b^i^^EB,{yb(2)) = MEB,iyb)) 

(ii) bi^^^EsXyb]^^) =Ab{EBXyb*)) 

(ni) S7^EBXb)>la = EB,{b)t>la 

Démonstration. La définition de Eb, et les propriétés de g s permettent d'obtenir facilement 
les propriétés de Eb, à partir de celles de Fb, . 
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(i) Comme A^, (3;) égale {\b®y)Ah{\) on peut écrire : 

= Ab{FB,{yb)) 

(ii) se démontre de même. 

(iii) A l'aide de O et [231 on obtient : 

Sb^pB,{b)>la=la(l){^a{2).S^^b^l)){Pa,bi2)) = 1^(1) (^a H 1«(2) ) , ^(1)) %)) 
= ^a{l){Sa\^a{2))Pa,b) = l a{\) {P a{2) . b) 

= ^a{\){Pa^s{la{2)).S]^^b) = la{l){Pa£s O £t{la{2)) ,Sb^ b) 

= ^a{\){PaSa°£ti'^a{2)),S,^^b) = 1^(1) (;'a^a(la(2)), 
= la(l)(l«(2)i?a,^) ^FBXb)>la 

□ 

6.4.4. D'autres espérances conditionnelles. La proposition 4.2 de [N] se généralise ainsi : 
Proposition. 

{\) En posant pour tout [a ® b] dans A. B, 

EA{[a®b\) = a{EBXb)>la) 
on définit une espérance conditionnelle fidèle de A.B dans A. 
On définit de même l 'espérance conditionnelle Eg- 
(2) Le carré C 

Ea 

A C A.B 
U UEb 
A, = Bt C B 

est commutatif et symétrique (voir [JS - 5.3.6]). L'algèbre ACiB estA^ = Bj. 

Démonstration. (1) Etudions les propriétés de Ea : 

- Grâce à l2.6.3l la définition de Ea ne dépend pas du représentant de [a®b\. 

- Soient a et a dans A et è dans B, comme [a 1 [a ® b] vaut [aa ® Z?] , on a bien : 

£a([oc® \b][a®b\) = aEA{[a®b]). 
Calculons maintenant EA{[a®)b][a® Ib]). 

EA{[a®b][a®lb]) = a{b(^i)>a){EB,{b^2))>W 
Grâce à l6.4.3r i) et à l2.6.4l on obtient : 
EAi[a®b][a(S)lb]) = a [Eb, {b)\>a)=a {Eb, (è) > 1 « ) a = £a ( ® ^] ) cx 

- Vérifions l'égalité Ea{x*) = EAix)*. Grâce à l6.4.3r ii). on peut écrire : 
EAi[a(g)b]*)= EAi[bl^)>a*(g)bl2)]) = {b\^^>a*){EBXb\2))> = EB,ib*) >a* 

Comme 5^ envoie Bt sur B^, on obtient grâce à l2.6.4l : 

EA([a®bY) = {S^'EB,{b)>ay = {a{S;'EB,{b)> la))* 
et l6.4.3r iii) permet de conclure. 
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- Soit {up,p G P} une quasi-base de B sur Bt (voir l3.3.2l) . Alors un élément [ai^b] 
deA.B s'écrit : 

[a®b]= ^ [a ® Eb, {bup)u*p] 
peP 

Par involution, nous obtenons : 

[a(^b]= Y,[^a®Up][EA{[la®U*p][a®b])(^lt] 

peP 

c'est-à-dire pour tout xdeA.B 

peP 

- Nous calculons maintenant Ea{x*x). 

Ea{x*x)= y, EA{x*[la®Uq]){EB,{l^*qUp)>la)EA{[ia®Up]x) 

{p,q)ePxP 

= EA{x*[la®Uq][la(»EB,{u*Up)])EA{[la®Up]x) 
{p,q)ePxP 

= Y, EA{x*[la®Up])EA{[la®U*p]x) 

peP 

= Y,EA{[la^U*p]xyEAi[la^U*p]x) 

peP 

On en déduit que Ea est positive et fidèle. 
(2) Le carré C est commutatif puisqu'on peut écrire 

EaEb = Ea, (S) Eb, = EbEa- 

On en déduit que As = Bt = AH B II est symétrique par définition puisque A.B est 
l'espace vectoriel engendré par les produits ia{a)ib{b) (a GA^b E B). 

□ 

Corollaire. Pour tout [a (8> b] de A.B, on a l'égalité : 

tra{EA{[a(S)b])) = trb{EBi[a(g)b])) 
Démonstration. Soit gA.5. 

tra{EA{[a®b])) = tra{a{EB,{b) > U)) = ?r„(£A.(a)(% W > W) 
Par un calcul analogue on trouve : 

trb{EB{[a(»b])) = tri,{{h<EAM))EB,{b)) 
Par l2.6.3ll6.3.3l et [6.3.1l tra et tr^ coïncident sur = Bj. On conclut à l'égalité : 

tra{EAi[a®b]))=trbiEBi[a0b])) 



□ 



31 



6.4.5. Prolongement des traces tra et trt, àA.B. Le corollaire précédent permet de prolonger 
tra et trjj à A.5. Etudions ce prolongement. 

Proposition. La formule 

tr{[a®b\) = tra{EA{[a®b])) = tri,{EB{[a(db\)) 

définit une trace normalisée fidèle surA.B. Par construction, les espérances Ea et Eg conservent 
cette trace. On a aussi : 

tr{[a®b\) = tra{EB,{b)^a)=trb{b<\EAXa)) 

Démonstration. On vérifie facilement l'égalité : tr{[la® Ib]) = 1- De plus tr est une forme 
linéaire positive et fidèle puisque Ea est linéaire, positive et fidèle. 

Comme [x0y] vaut [.x;® 1^] [1^ (8)}^] pour montrer que tr est une trace, il suffit de montrer, 
pour a et X dans Aetb ety dans B, les deux identités : 

(1) tr{[a®b][x®lb]) =tr{[x(»lb][a®b]) 

(2) tr{[a^b][la(^y]) =tr{[la(»y][a®b]) 

Montrons la première, la seconde se démontre de manière analogue. Grâce à l6.4.3r i'). on a : 

tr{[a®b][x(g)lb\) = tr{[a{b(^i-)t>x)(g)b(2)]) 

= tra{a{b(^i)[>x){EB,{t>(2))>'^a)) 

= tra{a{EB,{b)t>x)) 
Comme tra est une trace, à l'aide des formules 12.6. 41 on peut écrire : 

tr{[a®b][x®lb\) = tra{a{EB,{b)t>la)x) 

= tra{xa{EB,{b)>la)) 
= tr{[x(^lb][a0b]) 

De plus, pour tout [a b] deA.B, on a l'égalité : 

tr{[a(g)b]) = tra{iEB,{b)>la)a) = traiEB,ib)>a). 

□ 

6.4.6. Représentation standard de A.B sur (A, tr). 

Proposition (BSz2 - 4.2). L'algèbre A.B admet une représentation fidèle n,^ sur L^(A,(|)a) 
qui prolonge la représentation de A par multiplication à gauche. En particulier, vérifie 
pour b dans B et a dans A, 

Tl^{b)A^{a) =A^{b\>a). 

L'algèbre A.B est l'extension de Jones de At CA représentée sur L^{A, (^a)- Elle est donc 
engendrée par A et pb, projecteur de Jones de l'inclusion. Plus précisément, pb vérifie : 
n^{pb)A^{a) =A^{FA,{a))- 

Considérons l'isométrie i7 deL^(A,(|)a) sur L^(A,fr) définie par 

UA^{a)=d-'/^yArriag'J^gy^). 

On vérifie facilement que la représentation n = Un^p^^ de A.B prolonge la représentation 
standard de A sur L^{A,tr) et le projecteur de Jones de l'inclusion At C A représentée sur 
L^{A,tr) est alors 

fb = d'^ gt Pbgt ■ 
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en effet à l'aide de l6.3.3l et l2.6.4l on obtient pour a dans A : 

-till -2ttk ( -l/2r^ / -1/2 -1/2 -1/2nn 

j -1 A / -^l'^T- / -1/2 -1/2 -1/2n 1/2 l/2x 

= 'AtAgs ' FaXSs ' ags ' gt ' )gs' gt ) 
= dr' K{FA,{g'^"\g-"^)) 
= Atr{EAXa)) 
On vérifie facilement que Eb, (fb) vaut J^y^^. 

Proposition. L'algèbre A. B est l'extension de Jones deAt CA représentée sur L?-{A,tra). Le 
projecteur de Jones est ft, = dy^^gt ^^^PbSt avec EB,{fb) = d^y^^. 

6.4.7. Trace de Markov. 

Proposition. La trace tr est la trace de Markov normalisée de l'inclusion At <Z A dont 

Ea 

l'indice est J~^y^. C'est aussi la trace de Markov de l'inclusion A C A.B 

Démonstration. Comme l'inclusion A? C A est connexe, il existe une unique trace de Markov 
dont le module est l'indice de l'inclusion ([GHJ - 2.7.3]). D'après [6.4.21 et [6^.4. 6[ on a pour 
tout X de A; : 

tr{\x®fb\=tr{EBXfb)^x)=d^y-^tr{[x®lb]) 
On en déduit que tr est la trace de Markov de module (3 = d^^^ ([GHJ - 2.7.1]). D'après 

Ea 

[GHJ - 2.1 A], tr est aussi la trace de de l'inclusion A C A.B. □ 
6.5. L'inclusion Ml c M2. 

6.5.1. Construction de M\ C M2. Comme le carré C est un carré commutatif symétrique 
(16.4.21) pour les espérances conditionnelles associées à la trace de Markov de l'inclusion 
A C A.B, il vérifie le corollaire 5.3.4 de [JS] : La trace tr est aussi la trace de Markov des 
inclusions C A, 5f C 5 et 5 C A.B et on obtient par construction de base une échelle 
périodique de carrés commutatifs (voir aussi [JS 5.3.5]) qu'on peut préciser grâce à l2.8.1[ 

Ao=A c Ai=Ax5 C A2=Ax5xA C A3=Axi5xiAxi5 ... 

u u u u 

Bo = Bt c Bi=B C B2 = B>iA C 53=5xAx5 

A la limite, on obtient une paire Mi C M2 de facteurs hyperfinis de type IIi : M2 (resp. Mi) 
est la fermeture faible de UneNA„ (resp. Unef^Bn) dans la construction GNS par rapport à la 
trace tr qui se prolonge. 

6.5.2. De plus d'après [JS - 5.7.1], le commutant relatif M[ nM2 est B' HA. On en déduit 
la proposition suivante : 

Proposition. Le commutant relatif M[ fl M2 est l 'algèbre At contenue dans A = Aq. 

Démonstration. Le calcul suivant montre que les éléments de At commutent à B. Soient 
X E At et b E B, alors on a : 

[la®Z7][;C® 1^] = [jC(i) (^b<iX(2)] 
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Grâce à l2.4[ on en déduit : 

[la®b][x(^lb] = [^la(l)®^<la(2)] = [-^^ ( 1^(1) ) 1«(2) )] = [x(»b<la] = [x®lb][la®b] 

D'autre part, si un élément ;c de A commute à B, il commute à et on a : 

Xfb= EA,ix)fb. 

Or d' après [GHJ - 2.6.7 (iii)] , pour tout y de A.5, il existe un unique z dans A tel que yft = zfb- 
On obtient donc l'égalité x = Ea, {x) et x appartient à A^. □ 

6.6. Action de A sur M\. 



6.6.1. Comme en 16.21 et [N - 5.6], on peut transformer les produits croisés à gauche en 
produits croisés à droite et obtenir l'échelle de carrés commutatifs suivante isomorphe à 
celle considérée en l6.5.1l : 

A C Ax5 c Ax5xA C AkBkAkB ... C M2 

u u u u u 

Bt c B C j5kA c BV.AV.B ... cMi 

6.6.2. Nous généralisons maintenant la proposition 5.7 de [N]. 

Proposition. Soient ia'. a^[a®\b®la® ■ ■ ■] l'inclusion de A dans M2 et Em^ V espérance 
conditionnelle de M2 sur M\ conservant la trace tr. Posons 

r , -1 -1/2 -1/2 

fa = d'^ 'gs Pag, . 

L'application de Mi x A dans M\ 

x<a = J^Y^Mi iiaigs^^^fagy^)xia{a)) (xeMuaeA) 
définit une action extérieure à droite de A sur M\ telle que M2 = A x Mi. 

Démonstration. Notons x = [b0z] un élément de 5„ avec b E B et abusivement z E A„_i. 
L'élément jc vu dansA,, CM2 s'écrit [la®è®z] et [la® lfe(8>z] commute avec Aq. Observons 
l'action de A sur x : 

x<ia = d^^jEM^ {ia{g^^ Pa)xia{a)) 

= d-^yEM,{[g';^Pa®b®\\[a®lb®z]) 

= d^'^yEM^i[g^^PaCi(i)'S)b<a(^2) 

= d^^ jEmi ( [^7 ^ ( a ( 1 ) ) (g) è < a (2) ® z] ) (d' après [O 

= J"V£m,([,?7^P«® (lz^<e^(«(i)))(^<«(2))®2]) 

= (i"^'YEMi(k7^Pa® (U<lû[(l))(^<«(2)) <^Z]) 

= d^^yEM,{[g';^ Pa®b<a®z]) 

An c M2 

Le carré U U muni des espérances conditionnelles conservant tr est commutatif, 

Bn C Ml 
on en déduit : 

x<a = d^^jEB„i[g^^Pa^b<a^z]) 

= d-^y[{lh<EA,{g7^Pa)){b<a) ^z] 
= [b<a®z] 
En effet d'après [6.3. 3l et [6Â2l on a : 

EAAg^'pa) = dy-'g;'FAAPag7') = dy-'gj'fAAPag;') = dy-'g;'FAAPa)g7' = dy-' 
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L'application x<\a prolonge donc l'action duale ^ [b<\a®z\ de A sur 5„ = 

B K A„_ 1 . Elle définit une action à droite faiblement continue de A sur Mi . De plus AkM\ = 
ia{A)M\ est le facteur M2. L'action est extérieure d'après [2.8.2l et [63!2l □ 

6.7. Conclusion. On a donc montré que le C*-groupoïde quantique connexe fini A agit exté- 
rieurement sur le facteur hyperfini de type II 1 . On peut voir A comme le commutant relatif 
d'une inclusion en complétant l'échelle de carrés commutatifs : 



B 


C 5xA C 5xAx5 C BkAkBkA 




. c 


Ml 


U 


U U u 






U 


Bs=At 


c A C AkB c Ax5xA 




. c 


Mo 


par construction de 


base verticale car le projecteur de Jones est e\ 






®\® ... pour 


chaque colonne : 










Cq=AkB 


C C\=AkBkA c C2=A\kB\kA\kB 


C 




C M2 


U 


U u 






U 


B 


c BkA c B\kA\kB 


c 




C Ml 


U 


U u 






U 


At 


c A C AkB 


c 




C Mo 



Le facteur M2 = Un^nCn est engendré comme algèbre de von Neumann par Mi et ei, de plus 
on vérifie facilement l'égalité e\xe\ = EMQ{x)ei pour tout x de Mi puisqu'elle est vraie pour 

ei 

tout X de Cn et tout entier n. Alors d'après [Pipo2], la tour Mo C Mi C M2 est standard et la 
grille de carrés commutatifs construit vérifie les hypothèses de la proposition 5.7.5 . 

On peut construire de même le facteur M3 avec e2 = /fe®l®l®l On démontre alors 

à l'aide du théorème 5.7.6 de [JS] que A (resp. B) est le commutant relatif Mq nM2 (resp. 
Mj nMs). En effet, on a : 

MonM2 = (l„(g) U(g)A)'nA k5 X la 

et on conclut comme en l6.5.2[ 

On peut donc munir A et 5 en tant que commutants relatifs de structures duales de C*- 
groupoïde quantique fini régulier. Quel rapport entre ces nouvelles structures et celles de 
départ qui n'étaient pas nécessairement régulières ? Le calcul de la dualité héritée de l'inclu- 
sion Mo C Ml en fonction de la dualité originelle donne la formule qui sert pour la déforma- 
tion explicitée dans la partie suivante. On en déduit qu'on peut déformer un C*-groupoïde 
quantique fini en un C*-groupoïde quantique fini régulier sans modifier la structure de C*- 
algèbre. 

7. DÉFORMATION RÉGULIÈRE D'UN C*-GROUPOÏDE QUANTIQUE FINI 

On considère deux C*-groupoïdes quantiques finis A et 5 duaux. Le but de cette partie est 
de déformer la structure de co-algèbre de A (on peut bien sûr faire de même dans le même 
temps pour B) pour faire de A un C*-groupoïde quantique fini régulier. Comme il ne sera 
question que de la structure de co-algèbre de A, on omettra l'indice A. L'étude de la structure 
de co-algèbre de B est analogue. 

7.1. Eléments séparateurs. D'après [NV3 - 2.3.4], (5®id)(A(l)) est un élément sépara- 
teur de A; 0At. Plus précisément, les relations utiles sont, pour z dans A/ : 

A{l){S-\z)®l) = A(l)(l®z) 

(5-i(z)®l)A(l) = (l®z)A(l) 
35 



Si {X,-,z G /} est une famille d'unités matricielles de At = 0j(^jMyj{C)qj telle que l'élé- 
ment Xi appartienne au facteur Mv^..(C)<5'j,., posons q = Y^i^j^X* Cg)?i,. Alors (5^^ ®id){q) 
vérifie aussi, pour z dans At : 

(5-i®id)(^)(5-i(z)®l) = (S-i®id)(ç)(l®z) 
{S-\z)®\){S-^(E)id){q) = {\ (E)z){S-^ ®id){q) 

7.2. Proposition. // existe un élément k positif inversible de At tel que 

(1) 1(2)5(1(1)) 

(2) soit la dérivée de Radon-Nikodym de la trace canonique de At par rapport à la 
restriction de la co-unité à At. 

(3) A(l)=A(l)(5-i®id)(ç) 

(4) = {l®k^){S-^ ®id){q) 

(5) La restriction de à A^At est Ad {k^^S{k^)). En particulier S^{k) vaut k. 

Démonstration. Le début de l'énoncé est le lemme 4.6 de [BSz2], la dernière se trouve dans 
des notes manuscrites de K. Szlachanyi. 
D'après ITm on peut écrire : 

A(l)(5-l ®id){q) = ^{l){l®y—Kh) = A(l) 

On obtient donc (3) et pour (4), on écrit 

A(l)=A(l)(5-i®id)(ç) = (l®l(2)5(l(i)))(5-i®id)(ç) 

Onaaussi: A(l) = {S-\k^)®l){S-^ ®idi){q) et de A(l) = A(l)*, on déduit l'égalité, pour 
tout i de / : 

s-\x,k^) = s-\xik^y 

Comme S o * est involutive et que les Xi engendrent At , pour tout z de A/ on a : 

S-\zk^)=S{k^z) 

On en déduit les deux égalités : 

52(2) = k-^zk^ 52(5(z)) = S{k^)S{z)S{k-^) 
Comme At et As commutent, on peut traduire les deux expressions de par (5). □ 
On trouve une proposition analogue dans [V2]. 

7.3. Nouvelle dualité et déformation des co-algèbres. On considère une nouvelle dualité 
entre A et 5 : 

[a,b] = {kaS{k),b) (aeA.beB) 
et la structure de co-algèbre définie sur A par cette dualité : 

À(a) = {l®k-^)A{a){l®k-^) 
è{a) = e{kaS{k)) = e{S{k)ak) 
S{a) = S{k-^)kS{a)k-^S{k) 
De plus, le projecteur Â( 1 ) vaut (5^ ^ ®id){q). 

Théorème. L'algèbre A munie de sa structure d'algèbre originelle et de cette nouvelle struc- 
ture de co-algèbre est un C*-groupoïde quantiquefini régulier. 
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Démonstration. Les nouveaux co-produit, co-unité et antipode étant définis par dualité, il 
suffit de vérifier les propriétés propres aux C*-groupoïdes quantiques. 

Vérifions que le nouveau co-produit est un homomorphisme d'algèbres involutives. D'après 
I7.2[ pour tous x ety dans A, on a : 

À{x)À{y) = {l(^k-^)A{x){l(^k-^)Aiy){l ^k'^) 

= (1 ®Â:-i)A(x)A(l)(l ^k-^)A{l)A{y){l^k-^) 
= {l^k-^)A{x)A{l){S-^(^id){q)A{y){l(^k-^) 
= ~Aixy) 

L'égalité À(jc)* = À{x*) est évidente. 
Le projecteur A(l) vérifie l'égalité : 

(À®1)Â(1) = (1®À(1))(À(1)®1) 

En effet, comme k commute à A^, on a : 

(1®À(1))(À(1)®1) = (1®1®Â:-1)(1®A(1))(1®Â:-1®Â:-1)(A(1)®1)(1®Â:-1®1) 
= (l®Â:-l®Â:-l)(l®A(l))(A(l)®l)(l®Â:-l®Â:-l) 
= {l(g)k-^ ^k-^){A(g)id)A{l){l(g)k-^ (g)k-^) 
= (À®1)Â(1) 

On pose A{y) = ®>'(2) et on démontre sans problème la relation : 

è{xyz) = è{xy^i))è{y^2)z) {(x^y^z) eA^) 
Vérifions maintenant la relation entre À, £ et 5 pour a dans A : 

(£(g)id)(Â(l)(a®l)) = {e0id){{S{k)0k-^)A{l){ak0k-^)) 

= {e0id){A{l){ak(g)l)k-^ (d'aprèsO) 
= m{id(g)S){A{ak))k~^ 
= a{i)kS{a(2))k^^ 
= à(i)S{k^)S{à{2)) 
On a donc montré pour a dans A : 

(£®id)(À(l)(a® 1) = à(i)5(Â:2)5(à(2)) 
On écrit cette relation pour l'unité : 

l = (£®id)(À(l)) = 1(1)5(^2)5(1(2)) 

Or â(i)5(^2)5(â(2)) vaut à(i)î(i)5(fc2)5(î(2))5'(â(2)), on obtient donc 

(£®id)(À(l)(a® 1)) =m(id®5)(À(a)) 

L'involutivité de 5 sur les sous-algèbres co-unitales est évidente. □ 

On peut donc déformer toute paire de C*-groupoïdes quantiques finis en une paire de 
C*-groupoïdes quantiques finis réguliers sans modifier la structure de C*-algèbre. 
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Annexe A. 



Cet appendice est un ajout à la version publiée. Il consiste à donner une version légèrement 
modifiée de la construction de facteurs hyperfinis de type IIi sur lesquels agissent deux C*- 
groupoïdes quantiques finis réguliers en dualité de façon à les retrouver, avec leurs structures 
initiales, comme commutants relatifs de la tour de Jones obtenue. N. Thiéry et l'auteur ont 
utilisé cette possibilité dans [DT]. Cette nouvelle version consiste en gros à échanger les 
lignes et les colonnes dans la grille de carrés commutatifs. 

Nous utilisons les notations de 2.6. Nous considérons deux C*-groupoïdes quantiques finis 
réguliers (voir 2.5) A et 5 en dualité. 



A. 1 . Représentation standard de B.A sur Û {A, tr) . Utilisant la remarque 6.2, nous notons 
BA les produits croisés isomorphes 5 xi A et 5 k A. Dans l6.4.6l nous considérons la représen- 
tation tt de A.5 sur L^(A,rr) comme extension de Jones de Af C A. Dans [BSz2 - p. 183-184], 
G. Bôhm et K. Szlachânyi définissent aussi une représentation tt^ de BA sur l?{A,(Sfa) qui 
nous permet d'obtenir une représentation n' de BA sur Û{A,tr) comme extension de Jones 
de Aç C A. La démarche est analogue à 16.4.61 et 6.4.7, nous résumons les résultats dans la 
proposition suivante : 

Proposition. (1) L'algèbre BA admet une représentation fidèle n'^ sur Û{A,iSfa) qui pro- 
longe la représentation de A par multiplication à gauche. En particulier, n'^ vérifie pour b 
dans B et a dans A, 

n\{b)A^{a)=A^{a<S^\b)). 

L'algèbre BA est l'extension de Jones de As C A représentée sur L^(A, (])«). Elle est donc 
engendrée par A et pt,, projecteur de Jones de l'inclusion. Plus précisément, pt vérifie : 
n^{pb)A^{a) = A(^(FA,(a)). 

(2) Soit U l'isométrie de L^(A,(|)a) sur L^{A,tr) définie par 

UJma)=d-'l^yK,r{ag\'W'^). 

La représentation n' = U îT^t/^ ^ de B.A prolonge la représentation standard de A sur L^ (A, tr) 
et B.A est l'extension de Jones de As C A représentée sur l}{A,tr). Le projecteur de Jones 

est fb = dT^gi^^^pbgi^^^ avec EeXÂ) = d^y^^. 

(3) La trace tr (définie sur B.A comme en 6.4.5) est la trace de Markov normalisée de 

l'inclusion As C A dont l'indice est d^^^. C'est aussi la trace de Markov de l'inclusion 

Ea 

A C B.A 

A. 2. Construction des facteurs. Comme en 6.5.1 et 6.7, à partir des carrés commutatifs 
munis de la trace de Markov prolongeant traCttrb : 

Ea Ea 
A C A.B A C B.A 

U UEb U UEb 



As = B, C 



B 



A, = Bs C B 
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on construit des échelles périodiques de carrés commutatifs dont les lignes sont des construc- 
tions de bases : 



Bi 


C Ni = 


--Aq.Bi 


C 


Nf = Bo.Ao.Bi 


C 


N^=A.Bo.Ao.Bi 


c ■■ 


■ c 


M3 


U 




U 




U 




U 






u 


As 


C 


= Ao 

U 


C 


Nj = Bo.Ao 

U 


C 


Nj=A.Bo.Ao 

U 


c ■■ 


■ c 


M2 

u 




Bs 


= At 


C 


Nl^Bo 

U 


C 


A^] =A.Bo 

U 


c ■ • 


■ c 


Ml 

u 










N^ = Br=As 


c 


n!=a 


c ■■ 


■ c 


Mo 



On a noté Aq et Bo les copies de départ des C*-groupoïdes quantiques finis réguliers et 
leurs inclusions dans les algèbres construites, N[ l'algèbre de la r-ème ligne et t-ème colonne 
(les lignes sont comptées à partir de celle de Mq et la colonne —1 est la plus à gauche). Les 
facteurs M,- sont les facteurs engendrés par les lignes d' algèbres. Les colonnes sont aussi des 
constructions de base ainsi que 

Mo C Ml C M2 C M3 
dont les projecteurs sont définis dans Nf par ei = [Ib^fa ® U] et 62 = [U ® ia^fb] avec 

r j -1 -1/2 -1/2 
fa = dy 'gs Pags ■ 

A. 3. Commutants relatifs. On applique alors le théorème 5.7.6 de [JS] à cette grille et on 
en déduit : 



MqHMi 




(A 8 


)U)'n(l«®5o) CA.Bo 


M'i nM2 


= (A^|yuA^o' = 


(5o( 


»la)'n(U®Ao) c5o-Ao 


MonM2 


= {N^)'yjNl = 


(A 8 


la)'n(l„®5o-Ao) cA.Bo.Ao 


M'iHMg 


= {N\)'yjNl = 


(5o( 


8) 1„ O Ib)' n (Ao.5i ® Ib) C Bo.Ao.Bi 


MqHMs 




{A (g 


) Ifc ® la ® Ibï n {la®Bo.Ao.Bi) c A.5o-Ao.5i 



M[nM3 c M^nMs 

Comme en l6.5.2[ on conclut que le carré commutatif U U est exactement 

M'inM2 c M^nM2 

Bi c Ao.5i 

le carré commutatif U U au coin supérieur gauche de la grille. De plus Mq Pi Mi 

As C Ao 

est l'algèbre Af, donc Mq flMi c Mq nM2 C M'^CiM^ est la construction de base (voir 6.4.6) 
et les inclusions construites sont d'indice fini et de profondeur 2. 

A. 4. Actions de A sur Mi et de B sur M2. Dans cette nouvelle construction, le commutant 
relatif Aq = Mq fl M2 agit à gauche sur Mi par son action à gauche sur Bq contenu dans Mi . 

Proposition. Soient ia :ai— >[---®la®lfcC>?)a] l'inclusion deAo dans M2 et l'espérance 
conditionnelle de M2 sur M\ conservant la trace tr. L' application de Aq x Mi dans Mi 

—7 ? 1/2—1/2 

a[>x = d TEMi{ia{a)xia{gs fags )) (xeMi,aGA) 

définit une action extérieure à gauche de Ao sur Mi telle que M2 = Mi x Ao. 

Soient ib'.b^ [■ ■ ■ ®lb®'^a®b\ l'inclusion de Bi dans M3 et l'espérance condition- 
nelle de M3 sur M2 conservant la trace tr. L'application de Bi x M2 dans M2 

b>y = d-^fEM,{ib{b)yib{g\'^fbg';''^)) {y eM2,be B) 

définit une action extérieure à gauche de B\ sur M2 telle que M3 — M2 y\B\. 
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De plus on a : b>ia{a) = ia{b>a). 
Démonstration. Commençons par un lemme : 
Lemme. Dans B.A, pour a E A et b E B, on a : 

[lb®a][b®pag';^] = [{a>b)®pag~^] 

Démonstration. 

[lb®a][b®pag~^] = [ai^i)ï>b®ai^2)Pag7^] 

= [a(^i)>b(g)et{a(2))Pag7^] (d' après [O 

= [ia{ï)>b){£t{a{2))>'^b)^Pags^] 
= [(a(i)>è)(a(2)>U)®Pag7^] 
= [{a:>b)®pagj^] 

□ 

Notons x= [z®b] un élément de N} avec b e Bq et z ^ ■ D'après IA.3[ comme z appar- 
tient à Mo, z commute à Aq. L'élément ia{ci)xia{g\^^ fags ^^'^) considéré dans A^^ s'écrit donc 
[z® ® <A[^N^^ ®^ ® Ss fags ] . Le lemme permet de simplifier l'expression de l'action 
pour x= [z®b\ : 

a>x = d^^^EM^{ia{a)xia{gl^^ fag's^^^)) = d^^yEM^{[z®{a>b)®Pag';^]) 
C M2 

Le carré U U muni des espérances conditionnelles conservant tr est commutatif, 

N}. C Ml 

on en déduit : aojc = d^^yEf^i{[z®{a\>b) ® PagJ^]) puis en appliquant la proposition 6.4.4, 
a\>x = d^^y[z® {a>b)EA,{PagJ^)> U)]- De plus, d'après [6!3.3l et l6.4!2l on a : 

EA,{Pag';')=dr'FA,{g';'Pa)g7'=dr'FAXg7'Pa)g7'=dr'g7'FA,{Pa)g7'=dr' 

On obtient donc a > x = [z® {a>b)].\J application x^ a^x étend l' action duale [z ® 1-^ 
[z®a\>b\ de Aq sur Ni = N^.B. Elle définit une action à gauche faiblement continue de Aq 
sur Ml . De plus Mi x Aq = MiZa(Ao) est le facteur M2. L'action est extérieure d'après 12.8.21 
et lÂ31 

L'étude de l'action de Bi sur M2 est analogue. □ 

A.5. Structures des commutants relatifs. Dans M'^HMi, regardons la dualité entre Aq = 
Mq nM2 et 5i = M[ nM3 définie pour ces commutants relatifs comme en l3.4[ Nous allons 
utiliser ici, pour la première fois, le fait que A et 5 sont réguliers. 

A. 5. 1 . L'opérateur h. Nous avons déjà mentionné en l6.3.1l[6.3.3l et r7?2l que si A est régulier, 
la restriction de à As est la trace canonique de As. D'autre part, la définition 6.4.1 relie la 
trace de Markov de l'inclusion à (^a par la formule : tr{a) = d'Y^^(^a{g7^gi^ci) pour a^A. 
Grâce à l6.3.3[ on en déduit, pour a G A^, la relation tr{a) = J^^'^aigJ^ci) entre la trace de 
Markov et la trace canonique sur A., donc est égal à ygs. 

A.5.2. Action de B surAo C M2. On peut alors reprendre les formules IA.4I de l'action d'un 
élément b de Bi sur un élément ia{a) de Aq C M2 en écrivant : 

ia{bï>a) =bï>ia{a) =d^^fEM2{ibip)[ia{ah)®fb{h^^'>lb)]) 
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A. 5. 3. Dualité des commutants relatifs. 

Proposition. La dualité entre Aq et Bi résultant de la tour des facteurs (définie er i3.4\) coïn- 
cide avec la dualité donnée initialement entre A et B. Les structures de C*-groupoïdes quan- 
tiques résultant de la tour sont les structures initiales de A et B. 

Démonstration. Notons [a, b] la dualité entre a G Aq et ô G 5i définie e ri3.4[ Grâce à lA.2IA.3l 
IA.4[ on obtient : 

[a,b] = d-ytr{[iaiah)0fh][ia{fah) ® IbMb)) 
- d-ytr{ib{b)[iaiah)(g)fh][iaifah) ® U]) 
= d-ytr{EM2iibib)[iaiah)(g)fhih-^ t> lh)])[iaihfah) ® U]) 
= d^^'f-tr{[ia{b>a) ® lh\[ia{hfah) ® 1^]) d'après 
^d^^y^tra{{bt>a)hfah) 
^d^^ftra{{bt>a)pa) d' après |A^ 
= ^a{gJ^g7^Pa{b^a)) 

= ^aig7^Paib>a)) 

= {8j^Pa{b>a),pb) 

= {pa{bt>a),pb<\g7^) d'après[2Â2l 

= {pa{bt>a),pb{lb<g7^)) d'après 2.6.4 

= {pa{bt>a),pbgi^) d' après [63]3] 

= {{b>a),{pbgi^)<Pa) 

Or, par l6.3.2l et l6.3.3l on a : 

{Pbg7^)<Pa=FB,{pbg~^) = FBs{Pb)FBs{Pb)~^ = 1 

Donc, par l2.6.2l les deux dualités entre Aq et B\ coïncident et comme les structures de C*- 
algèbres sont conservées, les structures de C*-groupoïdes quantiques aussi. □ 

A. 6. Conclusion. Nous réunissons dans le théorème suivant les résultats de cet annexe. 

Théorème. Etant donnés A et B deux C*-groupoïdes quantiques finis réguliers en dualité, 
on peut construire une tour de Jones (de profondeur 2) de facteurs hyperfinis de type II i ." 

Mo C Ml C M2 C M3 

telle que 

M'jHMs C M^nMs 
(1) le carré commutatif U U soit isomorphe au carré commutatif 

M[nM2 c M^nM2 

B c A.B 

U u avec ei = [dy^^gs^^^Pag7^^^ ® U] et e2 = [^a^dy^^g^^^^pbgs^^^] 

A, C A 
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(2) les structures de C*-groupoïdes quantiques sur les commutants relatifs obtenues à 
partir de la tour de facteurs grâce à la dualité \3.4\ coïncident avec les structures 
initiales de A et B. 

(3) A (resp. B) agisse à gauche sur Mi (resp. M2) de telle sorte que M2 (resp. M-^) soit 
isomorphe à Mi x A ( resp. M2 x 5 j. 
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